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1 導入 (Introduction)

どんな集合でもその長さを測ることができるのだろうか？　また点の長さは 0 なのに, その集ま
りである [0, 1] 区間の長さは 1 だという. これは矛盾しないのだろうか？
その素朴な疑問に答えるのが, 「測度論 (Measure Theory)」である. そこでは, 我々が普段、

『長さ』と呼んでいるものが実は, Lebesgue 測度と呼ばれるもので測ったものであり, 集合には長
さを測れるもの (可測集合) とそうでないもの (非可測集合) があることを学ぶ. さらにそおの測度
論を元に, Riemann 積分の発想を逆転した, Lebesgue 積分 を定義することができる. この理論
において, 目玉となるのが, 関数の極限と積分の順序交換がどんな条件のもとでできるかを与える
Lebesgue の収束定理 (Lebesgue’s Convergence Theorem) と累次積分の順序交換ができる
ための条件を与える Fubini の定理 (Fubini’s Theorem) である. これらの定理は非常に有効で,

本講義の第一の目的はこれらの定理を理解し, 使いこなせるようにすることにある.

また測度論は「確率論 (Probability Theory)」とも深いつながりがあり, 第二の目的は確率論
を通して, Lebesgue 積分論が単なる Riemann 積分論の焼き直しにとどまらず, さらに広い, 深い
世界を展開するということを少しでも紹介できればと思っている.

1.1 測度とは何か？
長さ (面積・体積) を測るものとして測度 (measure) という概念がある. これは一体何のため

に導入されたのであろうか？
例えば, 高校までに 1 点の長さは 0 として, 区間 [0, 1] の長さは 1 として習って来たであろう.

では次の計算はどこがおかしいのだろうか？(ここでは長さを | · | を用いて表す.)

1 = |[0, 1]| =
∑

x∈[0,1]

|{x}| = 0.

区間 [a, b] (a < b) の長さを b− a と定義するのは問題ないであろう. では 1 点の長さを 0 とする
のがまずいのであろうか？しかしこれを正とすると, 場所に寄って長さが変わるというのは考えに
くいので, 全て同じ値として, それを無限にたすと無限大になり, 1 = ∞ となってしまう. それに
|{x}| ≤ |[x, x+ 1/n]| = 1/n → 0 (n → ∞) から |{x}| = 0 とするのも妥当であろう.

答えは, 実は, 上の足し算がまずいのである. 我々に許される足し算は有限和の極限としての無
限和, 即ち, 可算までなのである. 無限和＝可算無限和＝有限和の極限.

問 1.1
⋂

n≥1[x, x+ 1/n] = {x} を示せ.

問 1.2 自然数の全体 N と対等な (全単射な写像が存在する) 集合の濃度を可算 (countable)と
いうが, 有理数全体 Q の濃度が可算, 実数全体 R の濃度が非可算であることの証明の概略を述
べよ.

またどんな集合でも長さは測れるのだろうか？この議論はかなり深い内容を含んでいるが, 実は
選択公理を用いると長さの測れない集合を作ることができる. (非可測集合の存在) では長さの測れ
る集合 (可測集合) とはどのようなものであろうか？それが Lebesgue 可測集合 と呼ばれるもの
で, その全体を L で表すと, 次の性質をみたす.

　　　 (1) ∅ ∈ L,
　　　 (2) A ∈ L なら Ac ∈ L,
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　　　 (3) An ∈ L, n = 1, 2, . . . なら ⋃
n≥1 An ∈ L.

さらに次の性質ももつ.

　　　 (4) [a, b] ∈ L (a < b),

　　　 (5) A ∈ L; |A| = 0 なら ∀B ⊂ A,B ∈ L,
この集合族 L の上で定義され, m([a, b]) = b − a (a < b) をみたし, さらに次の性質をもつ集合関
数m : L → [0,∞] を Lebesgue 測度 という.

　　　 (1) m(∅) = 0

　　　 (2) An ∈ L が互いに素ならm(
⋃

n≥1 An) =
∑

n≥1 m(An).

m(A) = |A| や形式として m = m(dx) = dx などと表すこともある.

測度とはこのように測れる集合や許される演算などを明確にし, 長さというものをより厳密にし,

さらに一般化したものを表すのである.

大事なことは, 全ての演算が可算無限までしか許されないということである.

1.2 Riemann 積分から Lebesgue 積分へ
測度の概念を用いて Lebesgue積分が定義されるのだが, まずRiemann積分について復習しよう.

定義 1.1 区間 [a, b] (a < b)上の有界な関数 f(x)に対し, 区間の任意の分割 4 = {xk}nk=1; a =

x0 < x1 < · · · < xn = b を考え,

S(4) =

n∑
k=1

sup
[xk−1,xk]

f(xk − xk−1), s(4) =

n∑
k=1

inf
[xk−1,xk]

f(xk − xk−1)

と定義する. inf△ S(4) = sup△ s(4) のとき, この値を
∫ b

a

f(x)dx と表し, f の Riemann 積分
と呼び, また f は Riemann 積分可能であるという. このとき特に xk = a+ (b− a)k/n ととると∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f(xk−1)(xk − xk−1) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
a+

k

n
(b− a)

)
.

さてこの Riemann 積分は 1, 2 年の解析でやってきたように関数 f が具体的な場合に計算がで
き, 非常に便利であった. しかし, 問題はこの積分のできる関数 f が非常に限られているという
ことである. 大抵, 連続性ぐらいは必要で、それ以外の関数については積分を考えることができな
かった.

問 1.3 f(x) を [0, 1] 上の, 有理数で 0, 無理数で 1 とすると Riemann 積分不可能であることを
示せ.

しかし前の測度のところで述べたことから |[0, 1]∩Q| = 0 となるので. |[0, 1]∩Qc| = 1. この上
で 1 となる関数の積分は 1 となってしかるべきである. このような単純な関数ですら積分できな
いのはやはり理論としては不完全である. そこで Lebesgue 積分が必要となってくるのである.

問 1.4 |[0, 1] ∩Q| = 0 となることを Lebesgue 測度の性質から説明せよ.
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Lebesgue 積分の発想は単純で関数 f の値域の方を細分して定義するのであるが, このとき問題
となるが, 値域の細分の関数による引き戻しの集合 f−1([(k− 1)/2n, k/2n)) が可測となるかという
ことである. そのためにまず可測関数を定義する.

f : R → R ∪ {±∞} が ∀a ∈ R, {f ≤ a} = {x ∈ R; f(x) ≤ a} ∈ L をみたすとき, Lebesgue

可測 であるという.

この可測関数を用いて, Lebesgue 積分が定義される. 即ち, f ≥ 0 のとき,∫
fdx =

∫
R

f(x)dx := lim
n→∞

(
n2n∑
k=1

k − 1

2n

∣∣∣∣{k − 1

2n
≤ f <

k

2n

}∣∣∣∣+ n |{f ≥ n}|

)

と定義する. さらに一般のときは, f+ = f ∨ 0 = max{f, 0}, f− = (−f) ∨ 0 = max{−f, 0} とおく
と f± ≥ 0 かつ f = f+ − f−, |f | = f+ + f− で,

∫
f+dx,

∫
f−dx の少なくとも一方が有限のと

き, Lebesgue 積分可能であるといい,∫
fdx =

∫
f+dx−

∫
f−dx

として定義する. また f ∈ L1 = L1(R) を
∫

|f |dx < ∞ で定義し, このとき f は可積分であると
いう.

定理 1.1 Riemann 積分可能なら Lebesgue 積分可能である.

この Lebesgue 積分の有用な定理として, まず Lebesgue の収束定理が挙げられる.

定理 1.2 (Lebesgue の収束定理)

可測関数 fn, f に対し, fn → f a.e., ∃h ∈ L1; |fn| ≤ h a.e. なら
∫

fndx →
∫

fdx.

Rd 上の多変数でも同様に Lebesgue 測度, Lebesgue 積分が定義され, 積分順序の交換定理とし
て次の Fubini の定理がある.

定理 1.3 (Fubini の定理) R2 上の可測関数 f(x, y) に対し,

　　 (1) f ≥ 0 a.e. ならいつでも
∫
R2

f(x, y)dxdy =

∫
R

dy

∫
R

f(x, y)dx =

∫
R

dx

∫
R

f(x, y)dy.

　　 (2) f が一般でも
∫
R2

|f(x, y)|dxdy,
∫
R

dy

∫
R

|f(x, y)|dx,
∫
R

dx

∫
R

|f(x, y)|dy の一つでも

有限なら, 他も全て同じ値で,

∫
R2

f(x, y)dxdy =

∫
R

dy

∫
R

f(x, y)dx =

∫
R

dx

∫
R

f(x, y)dy.

これらの定理はいずれも非常に条件が簡単で, チェックしやすい. Riemann 積分のときには得ら
れなかった結果で, これだけでも十分, Lebesgue 積分論の重要性を表していると言えるだろう.

この Lebesgue 積分は (R,L, dx) を一般化して (X,F , µ) =(集合, σ 加法族, 測度) という抽象
化された設定で同様に定義される. ∫

fdµ =

∫
X

f(x)µ(dx).
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2 可測集合と測度 (Measurable sets and Measures)

ここでは, 前節で述べた, 可測集合や測度の必要最小限の性質だけを抜き出し, 出来るだけ抽象的
に話を進めよう. 以下では, X を集合として, その全部分集合族を 2X で表す.

2.1 σ-加法族
定義 2.1 X の部分集合族 F , i.e., F ⊂ 2X が

(1) ∅ ∈ F (2) A ∈ F =⇒ Ac ∈ F (3) A1, A2, · · · ∈ F =⇒
∞⋃

n=1

An ∈ F

をみたすとき σ-加法族 (σ-additive class) または σ-集合体 (σ-field) という. また (3) のかわり
に (3′) A,B ∈ F =⇒ A ∪B ∈ F をみたすとき加法族または集合体という.

明らかに σ-加法族は加法族である (→ 説明せよ).

{∅, X}, {∅, A,Ac, X} (A は X の任意の部分集合), 2X (全部分集合族) などはすべて σ-field で
ある (→ 確かめよ).

問 2.1 F を 加法族とし, A,B,A1, A2, · · · ∈ F とする. 次も F に属することを示せ.

X, A ∩B, A \B, A4B := (A \B) ∪ (B \A)(対称差),

n⋃
k=1

Ak,

n⋂
k=1

Ak.

A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c, A \ B = A ∩ Bc, A 4 B は定義から明らか.
⋃n

k=1 Ak は帰納法から.⋂n
k=1 Ak = (

⋃n
k=1 A

c
k)

c.

問 2.2 次の集合族 A は集合体であるが σ-集合体ではないことを示せ.

(1) X が無限集合のとき {A ⊂ X : A か Ac が有限集合 (∅ も含む)}

(2) X = R,−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ に対し, (a, b] の形の区間の有限和で表される集合 ⋃n
k=1(ak, bk]

全体, 但し b = ∞ なら (a,∞), a = b なら ∅ とみなす.

[方針]

(1) は A,B,Ac, Bc, A∪B, (A∪B)c = Ac ∩Bc について, 有限かどうかで分けて, 表をつくれば
すぐ分かる. σ-加法族でないことについては, X = N のとき, An ∈ A だが,

⋃
An /∈ A なる例を

作れば良い.

(2) は補集合が問題で, 2 つの区間の和のときに場合分けで調べれば良いが, 一般には A =⋃n
k=1(ak, bk]に対し, Ac =

⋂n
k=1(ak, bk]

c が元と同様な形で表されることを示せば良い. 1 ≤ m ≤ n

に対し, Jm = {(j1, . . . , jm); 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ n} として

Ac =

 n⋂
j=1

(bj ,∞)

 ∪
n⋃

m=1

⋃
(j1,...,jm)∈Jm

 m⋂
k=1

(−∞, ajk ] ∩
⋂
j ̸=jk

(bj ,∞)

 ,

右辺第 1 項は (max bj ,∞) で, さらに
n⋃

m=1

⋃
(j1,...,jm)∈Jm

 m⋂
k=1

(−∞, ajk ] ∩
⋂
j ̸=jk

(bj ,∞)

 =

n⋃
m=1

⋃
(j1,...,jm)∈Jm

(
max
j ̸=jk

bj , min
k=1,...,m

ajk

]
.

σ-加法族でないことについては, (0, 1) =
⋃

n≥1(0, 1− 1/n] より分かる.
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問 2.3 F を 集合体とする. {An}∞n=1 ⊂ F に対し次を満たす {Bn}∞n=1 ⊂ F を作れ.

{Bn} は互いに素 (disjoint)で, 各 n ≥ 1 に対し,
⋃n

k=1 Ak =
⋃n

k=1 Bk

定理 2.1 集合 X のかってな部分集合族 A に対し, それを含む最小の σ-field F0 が存在する.

定義 2.2 上の F0 を σ(A) で表し, A で生成される σ-field と呼ぶ. また F が σ-field のとき,

(X,F) を可測空間 (measurable space), F の元を可測集合 (measurable set) という.

[定理 2.1 の証明]

実際, F := {F : F は A を含む σ-field} に対し, F0 =
⋂

F で与えられ, 次をみたす.

　 (1) F 6= ∅, i.e., A を含む σ-field が一つはある. (2) F0 は σ-field. (3) F0 は最小で一意
(1) 2X ∈ F より明らか.

(2) ∀F ∈ F, ∅ ∈ F より, ∅ ∈ F0. A ∈ F0 なら ∀F ∈ F, A ∈ F から Ac ∈ F . よって Ac ∈ F0.

An ∈ F0 なら
⋃
An ∈ F も同様.

(3) A ⊂ F0 と (2) より, F0 ∈ F. しかも ∀F ∈ F,F0 ⊂ F . 即ち, F0 は A を含む σ-field の中で
最小. もし F1 も A を含む最小の σ-field とすると, F1 ∈ F より, F0 ⊂ F1. さらにもしこれらが
等しくなければ F1 の最小性に反するから F0 = F1. よって一意.

2.2 Borel 集合体
定義 2.3 X が位相空間のとき, 開集合の全体 O から生成される σ-field σ(O) を Borel field

と呼び, B(X) で表す. 特に X = Rn のとき Bn = B(Rn) を n 次元 Borel field という. また
n = 1 のとき, 簡単に B = B1 と表すこともある.

問 2.4 X = R とし, C をその閉集合の全体とする. このとき B1 = σ(C) を示せ.

O ⊂ σ(C), C ⊂ σ(O) より明らか.

問 2.5 A1 := {(a, b);−∞ ≤ a < b ≤ ∞}, A2 := {[a, b) : −∞ < a < b ≤ ∞}, A3 := {[a, b] :
−∞ < a < b < ∞}, A4 := {(a, b] : −∞ ≤ a < b < ∞}, A5 := {(−∞, r] : r ∈ Q} に対し,

σ(Ai) = B1, i = 1, 2, 3, 4, 5 となることを示せ.

(ヒント): 1 次元開集合は素な開区間の可算和で表される (→ 何故か？). これから O ⊂ σ(A1).

[解]　まず A1 ⊂ O は明らか. よって σ(A1) ⊂ σ(O) = B1. (ヒント)と合わせて σ(A1) = B1.

また σ(A1) ⊃ A2, σ(A2) ⊃ A3, σ(A3) ⊃ A4, σ(A4) ⊃ A1 は容易に示せるから i = 1, 2, 3, 4 ま
では OK. A5 については, 色々な示し方があるが, 例えば −∞ ≤ a < b ≤ ∞ に対し, 有理数列
rn < sn を rn ⇊ a, sn ⇈ b ととれば,

(a, b) =
⋃
n≥1

(rn, sn] =
⋃
n≥1

((−∞, sn] \ (−∞, rn])

から, σ(A5) ⊃ A1 が示せるので, A5 ⊂ A4 ⊂ B1 と合わせていえる.
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2.3 測度空間
R = R∪{±∞} として, +∞ = ∞ と表し, 便宜上, 次のように定める: a ∈ R (有限値)に対して

a±∞ = ±∞, a×∞ = ∞ (a > 0),= −∞ (a < 0), 0×∞ = ∞× 0 = 0, a/∞ = 0.

∞ を −∞ に変えても同様である. また ∞−∞ や ∞/∞ などは定義しない (できない).

注意　ここで注意して欲しいのは∞/∞ = ∞× 1/∞ = ∞× 0 = 0 などという計算をしてはいけない！　
ということである. 上の無限大はあくまで, 有限な値からの極限として考えるべきものである.

定義 2.4 (X,F) を可測空間とする. 集合関数 µ = µ(dx) : F → [0,∞] が測度 (measure)で
あるとは
　　 (1) µ(∅) = 0

　　 (2) A1, A2, · · · ∈ F が互いに素 (disjoint, i.e., Ai ∩Aj = ∅ if i 6= j) ならば

µ(

∞⋃
n=1

An) =

∞∑
n=1

µ(An) (σ-加法性 (σ-additivity)

をみたすときをいう. このとき (X,F , µ) を測度空間 (measure space)と呼ぶ.

以下 (X,F , µ) を measure space とする.

問 2.6 A,B ∈ F とする. 次を示せ.

　 (1) A1, · · · , An ∈ F が disjoint =⇒ µ(
⋃n

k=1 Ak) =
∑n

k=1 µ(Ak) (有限加法性).

　 (2) A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B) (単調性).

　 (3) A ⊂ B,µ(A) < ∞ =⇒ µ(B \A) = µ(B)− µ(A).

　 (4) µ(A4B) = 0 =⇒ µ(A) = µ(B) = µ(A ∩B) = µ(A ∪B).

　 (5) µ(A ∩B) < ∞ =⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

(1) σ-加法性で An+1 = An+2 = · · · = ∅. (2) 有限加法性と非負性. (3) B = (B \ A) ∪ (B ∩ A).

(4), (5) A ∪B = (A \B) ∪ (A ∩B) ∪ (B \A).

集合列 {An}∞n=1 に対し, limAn =
⋃

n≥1 An (if An ↑), =
⋂

n≥1 An (if An ↓) と定義する.

また一般のときは

limAn = lim sup
n→∞

An :=
⋂
N≥1

⋃
n≥N

An, limAn = lim inf
n→∞

An :=
⋃
N≥1

⋂
n≥N

An

とおき, この 2 つが等しいとき, それを limAn で表す.

参考 　数列 {an} に対しては

lim an := lim
N→∞

inf
n≥N

an = sup
N≥1

inf
n≥N

an, lim an := lim
N→∞

sup
n≥N

an = inf
N≥1

sup
n≥N

an.

問 2.7 A1, A2, · · · ∈ F とする. 次を示せ.

　 (1) µ(
⋃

n An) ≤
∑

n µ(An) (σ-劣加法性)

　 (2) An ↑ =⇒ µ(
⋃

n An) = limµ(An)

(上のを 上方連続性, 下のは 下方連続性 で, まとめて単調連続性 という)
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　 (3) An ↓, µ(A1) < ∞ (実は ∃N ≥ 1;µ(AN ) < ∞ で良い) =⇒ µ(
⋂

n An) = limµ(An).

　 (4) 上で条件 [∃N ≥ 1;µ(AN ) < ∞] を落とせない例を作れ.

　 (5) µ(limAn) ≤ limµ(An)

　 (6) µ(
⋃

n≥1 An) < ∞ (実は ∃N ≥ 1;µ(
⋃∞

n=N An) < ∞ で良い) =⇒ µ(limAn) ≥ limµ(An)

　 (7) 上で条件 [∃N ≥ 1;µ(
⋃∞

n=N An) < ∞] を落とせない例を作れ.

　 (8)
∑

n µ(An) < ∞ =⇒ µ(limAn) = 0 ( Borel-Cantelli の補題).

(ヒント)　上の例を作る問題 (4), (7)ではX = Nとして後で述べる計数測度を考えるか, X = R

として Lebesgue 測度を考えよ.

(1) 問 2.3 の Bn と加法性. (2) Bn = An \An−1 (A0 = ∅) と加法性. (3) Bn = A1 \An.

(5) 数列 {an} に対し, lim an := limN→∞ infn≥N an に注意して, まず, ∀N ≥ 1, ∀n ≥ N ,

µ(An) ≤ µ(
⋂

n≥N An) より, infn≥N µ(An) ≤ µ(
⋂

n≥N An). さらに BN =
⋂

n≥N An ↓ (N ↑ ∞)

と単調連続性からN → ∞ として

limµ(An) = lim
N→∞

inf
n≥N

µ(An) ≤ lim
N→∞

µ(
⋂

n≥N

An) = µ(
⋃
N≥1

⋂
n≥N

An) = µ(limAn).

(6) A =
⋃

n≥1 An として Bn = A \An を考える.

(8) [Borel-Cantelli の補題] 　まず µ(
⋃
An) ≤

∑
µ(An) < ∞ と CN = ∪n≥NAn ↓ (N ↑ ∞), さ

らに下方連続性, σ-劣加法性より,

0 ≤ µ(limAn) = µ(
⋂
N≥1

⋃
n≥N

An) = lim
N→∞

µ(
⋃

n≥N

An) ≤ lim
N→∞

∑
n≥N

µ(An) = 0.

定義 2.5 (X,F , µ) を測度空間とする. µ(X) < ∞ のとき, 有限測度 (finite measure)とい
い, 特に µ(X) = 1 のとき確率測度 (probability measure) という. また µ(X) = ∞ であっ
ても ∃A1, A2, · · · ∈ F ; µ(An) < ∞(∀n) かつ ⋃∞

n=1 An = X のとき µ は σ-有限測度 (σ-finite

measure)であるという.

[注]　慣習として µ が確率 (測度)のとき, (X,F , µ) を (Ω,F , P ) と表し, 確率空間という. また
ω ∈ Ω, P = P (dω) と表し, F の元を事象 (event) と呼ぶ.

2.4 測度空間の例
測度空間の例 (X,F , µ) を挙げておく.

例 1 　計数測度 (counting measure)

X: 任意の集合, F = 2X とし, µ(A) = ♯A (A の濃度) if A is a finite set, µ(A) = ∞
otherwise.

例 2 　 δ-測度 (Dirac measure)

X: 任意の集合, F = 2X とし, x ∈ X を任意に固定する. µ(A) = 1 if x ∈ A, µ(A) = 0 if

x /∈ X このとき µ = δx と表す.

例 3 　離散測度 (discrete measure)

X = {xn}: 可算または有限集合, F = 2X とする. µ =
∑

n pnδxn
(pn > 0)
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例 4 　 Bn 上の Lebesgue 測度 (Lebesgue measure on Bn)

X = Rn,F = Bn とする. このとき A =
∏n

k=1(ak, bk] (−∞ ≤ ak ≤ bk ≤ ∞) に対し,

µ(A) =
∏n

k=1(bk − ak) を満たす測度 µ が存在する. これを Bn 上の Lebesgue 測度 とい
い, 記号で | · | や dx また m = m(dx) などと表す.

後で, これを拡張した Lebesgue 測度を定義するが, 本質的な差は殆どなく, 実際の解析にお
いても, 上の Bn 上の Lebesgue 測度のままで扱うことが多い.

これらの存在定理については §9 で, 外測度の定義や測度の拡張定理を用いて証明する.

確率空間 (Ω,F , P ) の例を挙げておく.

離散型確率空間　 pk = P ({k}) とおく (→ P =
∑

k pkδk)

例 5 　 二項分布　 Ω = {0, 1, 2, · · · , n}, 0 < p < 1

pk =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, · · · , n.

例 6 　 Poisson 分布　 Ω = {0, 1, 2, · · · }, λ > 0

pk = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · .

例 7 　 幾何分布　 Ω = N, 0 < p < 1

pk = p(1− p)k−1, k = 1, 2, · · · .

連続型確率空間

例 8 　 一様分布 　 Ω = (a, b),F = B1(a, b) (−∞ < a < b < ∞)

P (A) = |A|/(b− a).

例 9 　 Cauchy 分布　 Ω = R1,F = B1, m ∈ R, a > 0

P (A) =

∫
A

a

π

1

a2 + (x−m)2
dx.

例 10 　正規分布 N(m, v)　 Ω = R1,F = B1

P (A) =

∫
A

1√
2πv

exp

[
−−(x−m)2

2v

]
dx.

但し m ∈ R :平均 (mean), v > 0 :分散 (variance).

例 11 　 d 次元正規分布 N(m, V )　 Ω = Rd,F = Bd, x ∈ Rd は縦ベクトルとして, tx で転置
(横ベクトル)を表す.

P (A) =

∫
A

√
detQ

(2π)d/2
exp

[
−1

2
t(x−m)Q(x−m)

]
dx.

但し m ∈ Rd: 平均ベクトル, V : 正値対称 d× d 行列; 共分散行列 (covariance), Q = V −1

問 2.8 上の確率の例すべてに対し, P (Ω) = 1 を確かめよ.
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3 可測関数 (Measurable Functions)

定義 3.1 (X,F) を可測空間とし, R = R ∪ {+∞,−∞} とおく. f : X → R: F-可測 (関数)
def⇐⇒ {f ≤ a} := {x ∈ X : f(x) ≤ a} ∈ F (∀a ∈ R).

またこのとき簡単に f ∈ F と表すこともある.

特に (X,F) = (R,B) (B は 1 次元 Borel field) のとき f : R → R は Borel-可測 (関数), また
はBorel 関数であるという.

問 3.1 f : X → R 　に対して次は同値であることを示せ:

　 (1) f は F-可測　 (2) {f > a} ∈ F (∀a ∈ R) 　 (3) {f ≥ a} ∈ F (∀a ∈ R)

　 (4) {f < a} ∈ F (∀a ∈ R)

問 3.2 上で条件 [∀a ∈ R] を [∀a ∈ Q] と置き換えられることを示せ.

問 3.3 f : X → R は F-可測
⇐⇒ f−1(B) := {f ∈ B} ∈ F (∀B ∈ B) かつ {f = +∞}, {f = −∞} ∈ F を示せ.

特に f が実数値のとき, F-可測 ⇐⇒ f−1(B) ⊂ F .

{f ≤ a} = f−1([−∞, a]) = {f = −∞} ∪ f−1((−∞, a]) から (⇐) は明らか. 逆はまず {f =

±∞} ∈ F を示し. B = σ({(−∞, a]; a ∈ R}) (問 2.5) と D = {A ⊂ R; f−1(A) ∈ F}: σ-field,

⊃ {(−∞, a]; a ∈ R}.

問 3.4 f, g, fn (n = 1, 2, · · · ) が F-可測なら, 次の関数も (定義されれば)そうであることを示せ:

α ∈ R とする.

　 (1) αf (2) f + g (3) fg (4) 1/f (5) |f | (6) sup fn (7) inf fn

　 (8) lim fn (9) lim fn (10) limn→∞ fn

(1) α > 0,= 0, < 0 で場合分け. (2) {f < a − g} =
⋃

r∈Q{f < r < a − g}. (3) f2 ∈ F を示
し, fg = {(f + g)2 + (f − g)2}/2. (4) {1/f ≤ a} = {f > 0, af ≥ 1} ∪ {f < 0, af ≤ 1} と (1)

より. (5) {|f | ≤ a}, a ≥ 0, < 0. (6) {sup fn ≤ a} =
⋂
{fn ≤ a} (7) inf fn = − sup(−fn) (8)

lim fn = infN≥1 supn≥N fn

問 3.5 f, g が F-可測なら,
√
f, f ∨ g, f ∧ g も (定義されれば)そうであることを示せ.

但し f ∨ g(x) = max{f(x), g(x)}, f ∧ g(x) = min{f(x), g(x)}.

f ∨ g, f ∧ g を f ± g と絶対値を用いて表すと？

問 3.6 連続関数は Borel 関数であることを示せ.

f : R → R が連続 ⇐⇒ f−1(O1) ⊂ O1. D = {A ⊂ R; f−1(A) ∈ F}: σ-field, ⊃ O1.

問 3.7 F を R 上の σ-field とする. 任意の連続関数が F-可測となるならば, F ⊃ B となること
を示せ. (f(x) = x)
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定義 3.2 (1) A ⊂ X に対し 1A(x) = 1 (x ∈ A), 0 (x /∈ A) と定義し, 1A を A の定義関数
(defining function)という.

　 (2) f : X → R に対し, a1, · · · , an ∈ R とX の有限可測分割 {A1, · · · , An} が存在し,

f(x) =

n∑
k=1

ak1Ak
(x)

と表せるとき f は単関数 (simple function)と呼ばれる.

問 3.8 (単関数での近似定理) 任意の非負可測関数 f : X → [0,+∞] に対して非負単関数の増加
列 {fn} が存在して f = limn→∞ fn を満たすことを示せ.

∀f : X → [0,+∞]: F-可測, ∃{fn}: 単関数列; 0 ≤ fn ↑ f .

fn(x) =

22n∑
k=1

k − 1

2n
1{(k−1)/2n≤f<k/2n}(x) + 2n1{f≥2n}(x).

問 3.9 (R,B) 上で f(x) = x2 は可測関数であることを示し, 上の証明で与えられる f1, f2, f3 を
グラフに描いてみよ.

定義 3.3 (X,F , µ) を測度空間とする.

　 (1) µ(N) = 0 なる N ∈ F を µ-零可測集合 という. また µ-零可測集合 N が存在してA ⊂ N

なる集合を µ-零集合という.

　 (2) X 上の命題関数 P (x) に対し {x ∈ X : P (x)が偽 } が µ-零集合であるとき, P (x) は殆ど
到るところで成り立つといい P, µ−a.e. と表す.

例えば
　・f = g, µ-a.e.

def⇐⇒ µ(f 6= g) = 0.

　・fn → f , µ-a.e.
def⇐⇒ µ(f 6→ f) = 0.

　・lim fn exists, µ-a.e.
def⇐⇒ µ(lim fn 6= lim fn) = 0.

またM = M(X) = M(X,µ) = M(X,F , µ) := {f : X → R;F-可測 } とおく.

問 3.10 M(X,F , µ) 上に f ∼ g
def⇐⇒ f = g, µ-a.e. により同値関係 ∼ が定義され,

　 (1) f ∼ g =⇒ af ∼ ag (∀a ∈ R), (2) f1 ∼ g1 かつ f2 ∼ g2 =⇒ f1 + f2 ∼ g1 + g2
を満たす. また, 商集合 {f ∈ M(X,F , µ) : |f | < +∞, µ-a.e.}/ ∼ は線形空間となる.
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4 Lebesgue 積分 (Lebesgue Integrals)

4.1 Lebesgue 積分の定義
測度空間 (X,F , µ) 上で可測関数 f の積分

∫
fdµ =

∫
X

fdµ =

∫
X

f(x)µ(dx) を定義していく.

定義 4.1 非負単関数 f =
∑n

i=1 ai1Ai
に対して, その積分を次で定義する:∫

fdµ =

∫
X

fdµ =

∫
X

f(x)µ(dx) :=

n∑
i=1

aiµ(Ai), 即ち,

∫ n∑
i=1

ai1Aidµ :=

n∑
i=1

aiµ(Ai).

問 4.1 上の定義が well-defined, 即ち f の表現に依存しないことを示せ.

別の表現 f =

m∑
j=1

bj1Bj
を持つとしても

n∑
i=1

aiµ(Ai) =

m∑
j=1

bjµ(Bj) が成り立つことを示す.

　 (ヒント) 共通の分割 {Cij = Ai ∩Bj} を考える.

問 4.2 非負単関数 f, g に対し次が成り立つことを示せ.

　 (1)

∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ 　 (2) α ≥ 0 =⇒

∫
αfdµ = α

∫
fdµ

　 (3) f ≥ g =⇒
∫

fdµ ≥
∫

gdµ (ヒント) (1), (3) は共通の分割を考える.

定義 4.2 非負可測関数 f に対して, {fn} を非負単関数の増加列で, f = limn→∞ fn なるもの
とする (問 3.8). このとき次のように定義する.∫

fdµ := lim
n→∞

∫
fndµ.

補題 4.1 上の定義は well-defined, 即ち {fn} の選び方に依存しない.

証明は非負単関数 g =

m∑
j=1

bj1Bj ; g ≤ f ⇒
∫

gdµ ≤ lim
n→∞

∫
fndµ を示せば十分 (→ 何故か？).

(1)

∫
gdµ < ∞ (なら µ(g > 0) < ∞) と (2)

∫
gdµ = ∞ (なら ∃j0; bj0 > 0, µ(Bj0) = ∞) とに分けて示

す. b0 = min{bj > 0} とし (b0 = 0 なら g = 0 で明らか, b0 > 0 として良い), 0 < ∀ε < b0 をとる. また
{fn > g − ε} ↑ X と {g > 0} = {g ≥ b0} に注意し, An = {fn > g − ε} ∩ {g > 0} に制限して示す.∫

fndµ ≥
∫

fn1Andµ ≥
∫

(g − ε)1Andµ =
∑

j;bj>0

(bj − ε)µ(Bj ∩An) ↑
∑

j;bj>0

(bj − ε)µ(Bj ∩ {g > 0})

最後の式は (1) なら =
∫
gdµ− εµ(g > 0), (2) なら ≥ (bj0 − ε)µ(Bj0) = ∞.

問 4.3 f : X → R に対し, f+ := f ∨ 0, f− := −(f ∧ 0) とおく. このとき f = f+ − f−, |f | =
f+ + f− を示せ.

定義 4.3 f : X → R を F-可測関数とする.

∫
f+dµ,

∫
f−dµ のいずれか一方が有限のとき,

f の積分は定義されるといい, ∫
fdµ :=

∫
f+dµ−

∫
f−dµ

とする. また
∫

f+dµ,

∫
f−dµのいずれもが有限のとき, f は積分可能または可積分 (integrable)

であるという.
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問 4.4 前のことを踏まえて, (X,F , µ) 上の可測関数 f に対し, 次を示せ.∫
|f |dµ =

∫
f+dµ+

∫
f−dµ

((ヒント)　非負可測関数に対し, 和の積分が別れることを単関数からの近似で示せば良い. )

このことより, 可測関数 f に対し, f : integrable ⇐⇒
∫

|f |dµ < ∞ がわかる.

定義 4.4 f : (X,F , µ) 上の可測関数, A ∈ F とする. 可測関数 1Af の積分が定義されるとき,

f の A 上の積分を ∫
A

fdµ :=

∫
1Afdµ

で定める. また次の関数空間の元を L1-関数 (L1-function) と呼ぶ.

L1 = L1(X) = L1(X,µ) = L1(X,F , µ) :=

{
f ∈ M(X,F , µ) : f は可積分, i.e.,

∫
|f |dµ < ∞

}

4.2 Lebesgue 積分の性質
積分の簡単な性質を述べる. 以下, (X,F , µ) 上の可測関数 f, g は積分が定義されるものとする.

問 4.5 A ∈ F , µ(A) = 0 =⇒
∫
A

fdµ = 0

問 4.6

∫
afdµ = a

∫
fdµ (∀a ∈ R)

問 4.7 f, g ∈ L1(X,F , µ) =⇒
∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ

さらに条件を弱めて
∫

fdµ,

∫
gdµ 共に > −∞ or < ∞ なら

∫
(f + g)dµ > −∞ or < ∞ で, 成

り立つ.

問 4.8 A,B ∈ F かつ A ∩B = ∅ =⇒
∫
A∪B

fdµ =

∫
A

fdµ+

∫
B

fdµ

問 4.9 f ≤ g, µ-a.e. =⇒
∫

fdµ ≤
∫

gdµ

問 4.10 f = g, µ-a.e. =⇒
∫

fdµ =

∫
gdµ

問 4.11 f ≥ 0, µ-a.e. かつ
∫

fdµ = 0 =⇒ f = 0, µ-a.e.

問 4.12

∫
A

fdµ = 0 (∀A ∈ F) =⇒ f = 0, µ-a.e.

問 4.13 f ∈ L1(X,F , µ) =⇒ |f | < ∞, µ-a.e.

問 4.14 g ∈ L1(X,F , µ) かつ |f | ≤ g, µ-a.e. =⇒ f ∈ L1(X,F , µ)
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問 4.15

∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ

問 4.16 (複素数値積分) f = Ref + iImf : X → C (複素数値, i =
√
−1)で Ref , Imf ともに可

積分のとき f も可積分であるといい,

∫
fdµ =

∫
Refdµ+ i

∫
Imfdµ と定義する. このとき上に

挙げた性質はすべてみたされることを確かめよ. 特に直前 (問 4.15) の不等式を示せ.

問 4.5 から問 4.10 はまず非負単関数に対して示し, 非負可測関数, 可測関数の場合に言及する.

問 4.6 は a ≥ 0, a = −1 の順に示し, a < 0 のときは前のことから示せる. 問 4.7 で可測関数の場
合に次を用いる:

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+

問 4.8 は 問 4.7 より明らか.

問 4.9. f ≤ g のときは ∫ fdµ > −∞ かつ ∫
gdµ < ∞ のときを示せば十分で, しかも 問 4.7 よ

り f = 0 として考えて良いことを示せば殆ど明らか. f ≤ g, µ-a.e. のときは A := {f ≤ g} とおい
て問 4.5, 問 4.8 を用いる.

問 4.10 は 問 4.9 より明らか.

問 4.11. An := {f ≥ 1/n} とおいて示す.

問 4.12. A := {f ≥ 0} より f+ = 0, µ-a.e. をいう. f− の方も同様.

問 4.13. 対偶を示す.

問 4.16. 複素数値のとき 問 4.15 をみたすことについて.

複素数 z = |z|ei arg z について |z| = e−i arg zz を用いる. 実際, ∀θ ∈ R,

Re

(
e−iθ

∫
fdµ

)
=

∫
Re
(
e−iθf

)
dµ ≤

∫
|f |dµ

において, θ = arg
∫
fdµ を代入すれば良い.
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5 収束定理 (Convergence Theorems)

ここでは f, f1, f2, · · · をある測度空間 (X,F , µ) 上の可測関数とする.

µ(lim fn 6= f) = 0 のとき fn は f に概収束するといい, fn → f , µ-a.e. と表す. a.e. は almost

everywhere の略. (ちなみに確率論では µ = P として P -a.s. と表し, a.s. は almost surely の略. )

問 5.1 一般に fn → f , µ-a.e. であっても,

∫
fndµ →

∫
fdµ が成り立つとは限らないが, その例

を作れ.

(ヒント)　X = (0, 1),F = B(0, 1), µ(dx) = dx として, fn ↓ 0 (各点収束)かつ
∫

fndx = 1 な
るものを作れば良い.

定理 5.1 (単調収束定理 (Monotone Convergence Theorem))

[0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · かつ fn → f ], µ-a.e., i.e., 0 ≤ fn ↑ f , µ-a.e. ならば∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

(証明)　X0 = {0 ≤ fn ↑ f} に制限して考えれば (f, fn を f1X0 , fn1X0 に代える) µ-a.e. がな
いときに示せば十分で, fn 単関数なら定義より明らか. “≤” を示せばよい. 各 fn に対し, 非負単調
増加単関数列 {fn,k}∞k=1; limk→∞ fn,k = fn が存在する. gk := max{fn,k : n ≤ k}, g := limk→∞ gk

とおくと, n ≤ k ⇒ fn,k ≤ gk ≤ fk ≤ f より k → ∞, n → ∞ とすれば, g = f を得て, gk が単関
数であることから求める不等式を得る.

補題 5.1 (Fatou の補題 (Fatou’s Lemma)) fn ≥ 0, µ-a.e. (∀n ≥ 1) であれば∫
lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ.

(証明)　 µ-a.e. がないときに示せば十分. gn := inf{fk : k ≥ n} に対して MCT を用いる.

定理 5.2 (Lebesgue の収束定理 (Lebesgue’s Convergence Theorem))

fn → f , µ-a.e. かつ ∃h ∈ L1(X,F , µ); |fn| ≤ h (∀n ≥ 1), µ-a.e. ならば, f ∈ L1(X,F , µ) で∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

正確には Lebesgue の優収束定理 (Dominated Convergence Theorem) という. 特に µ(X) < ∞
で h が定数としてとれるときには Lebesgue の有界収束定理 (Bounded Convergence Theorem) と
いう.

(証明)　 µ-a.e. がないときに示せば十分で, まず |f | に対し, Fatou’s lemma から f ∈ L1 がい
える. −h ≤ fn ≤ h, µ-a.e. に注意して fn + h と h− fn に対して Fatou’s lemma を用いれば良い.

問 5.2 µ(dx): a finite measure on (R,B)とすると i =
√
−1に対し, lim

n→∞

∫
R

eix/nµ(dx) = µ(R)

となることを説明せよ.

問 5.3 f ∈ L1([0,∞),B([0,∞)), dx) と t ≥ 0 に対し, L(t) :=

∫
[0,∞)

e−txf(x)dx とおくと, 連続
関数となることを示せ.

　 (ヒント)　 ∀t ≥ 0, ∀{tn} ⊂ [0,∞); tn → t に対し, L(tn) → L(t) を示せば良い. (何故か？)
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問　 L(t) 連続 at ∀t ≥ 0 ⇐⇒ ∀t ≥ 0, ∀{tn} ⊂ [0,∞); tn → t に対し, L(tn) → L(t) を示せ.

問 5.4 上の問で更に xf(x) ∈ L1([0,∞),B([0,∞)), dx) なら L(t) は t > 0 について C1 関数とな
ることを示せ.

(ヒント)　 x ≥ 0, 0 < |h| < t/2 =⇒
∣∣∣∣e−(t+h)x − e−tx

h

∣∣∣∣ = x

|h|

∣∣∣∣∣
∫ h

0

e−(t+s)xds

∣∣∣∣∣ ≤ xe−tx/2 ≤ x.

問 5.5 µ(dx): a finite measure on (R,B), i =
√
−1 とする. z ∈ R に対し, F (z) =

∫
eizxµ(dx)

とおくと, これも連続関数になり, さらに n ≥ 1 に対し, |x|n ∈ L1(R,B, µ) なら Cn 関数となるこ
とを示せ. ( 「|x|n ∈ L1 から ∀k ≤ n, |x|k ∈ L1」 を用いる. これは後に述べる Hölder の不等式
から言える,)

定理 5.3 (積分の絶対連続性 (Absolute Continuity)) f ∈ L1(X,F , µ) に対し,

µ(A) → 0 =⇒
∫
A

fdµ → 0 i.e., ∀ε > 0, ∃δ > 0; ∀A ∈ F ;µ(A) < δ,

∫
A

fdµ < ε,

(証明)　
fn :=

{
f (|f | ≤ n)

n (|f | > n)

とおくと MCT より ∫
|f |dµ = lim

n→∞

∫
|fn|dµ

を得るから, 次の不等式を用いればよい:∣∣∣∣∫
A

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f |dµ =

∫
A

(|f | − |fn|)dµ+

∫
A

|fn|dµ ≤
∫
X

(|f | − |fn|)dµ+ nµ(A).
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6 完備測度空間 (Complete Measure Spaces)

6.1 測度の完備化
定義 6.1 (X,F , µ) を測度空間とする.

　 (1) µ(N) = 0 なる N ∈ F を µ-零可測集合 という. 　また µ-零可測集合 N に対して, その
任意の部分集合 A ⊂ N を　 µ-零集合という. その全体をN と表す.

　 (2) µ-零集合がすべて可測であるとき, µ は完備測度であるという.

問 6.1 “任意の測度空間 (X,F , µ) に対し, 完備測度空間 (X,F , µ) が存在し, µ は µ の拡張であ
る” という定理を次の手順で示せ.

　 (1) F := {A ∪N : A ∈ F , N ∈ N} は F を含む σ-field

　 (2) A ∈ F , N ∈ N に対し, µ(A ∪N) := µ(A) とおくと, これは (X,F) 上の測度となる.

　 (3) µ は完備測度である.

定義 6.2 上で得られた (X,F , µ) を (X,F , µ) の完備化測度空間という.

定義 6.3 (Lebesgue 測度空間) m = m(dx) = dxを Bn上の Lebesgue測度とし, (Rn,Bn,m)

の完備化 (Rn,Bn,m) に対し, Ln := Bn を Lebesgue 集合体, その元を Lebesgue 可測集合 と
いう. さらにm を同じ m で表し, (Rn,Ln,m) を普通に Lebesgue 測度空間という.

[注] 　後で違う定義の仕方を与えるが, それも同じものとなる.

6.2 Riemann 積分との関係
Riemann 積分と Lebesgue 積分の関係について述べておく.

定理 6.1 閉区間 [a, b] 上の有界な関数 f が Riemann 可積分ならば, Lebesgue 測度に関して
可積分でその値は一致する, 即ち ∫ b

a

f(x)dx =

∫
[a,b]

f(x)m(dx).

ここで, 左辺は Riemann積分, 右辺は完備化された Lebesgue測度 mによる Lebesgue積分とする.

(証明)　 f : 有界より, M := sup[a,b] |f | < ∞. 区間 [a, b] を 2n 等分し, 分割の各小区間で下限,

上限それぞれに値をとる単関数 gn, hn の極限を各々 g, h すると,

−M ≤ inf
[a,b]

f ≤ gn ≤ g ≤ f ≤ h ≤ hn ≤ sup
[a,b]

f ≤ M

で, Riemann 積分可能の仮定とその定義から, 上積分=下積分=Riemann 積分で, 次を得る.∫
[a,b]

gdx =

∫
[a,b]

hdx =

∫ b

a

fdx.

このことから h = g,m-a.e. 従って完備化された Lebesgue 測度空間で考えれば f = g = h, m-a.e.,

即ち, f も可測, かつ, 可積分となり求める結果を得る.

注意　完備化する前の測度の元では, f が可測かどうかは一般に分らない. しかし, g, h は可測
で, g ≤ f ≤ h かつ, [g = h, m-a.e.] なので, 零集合を除けば, f は g, h に等しいことになる.
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6.3 非可測集合
(Rn,Ln,m) を Lebesgue 測度空間とする.

定義から Bn ⊂ Ln ⊂ 2R
n は成り立つが, これらは果して異なるのであろうか？それに答えるの

が次の結果で, 実際, 3 つとも異なる.

定理 6.2 選択公理を認めれば A ⊂ Rn に対し, [2A ⊂ Ln iff A ∈ Ln,m(A) = 0]. さらにこ
れから Ln ⊊ 2R

n

.

この証明のためには次の結果が必要である.

補題 6.1 A ∈ Ln なら ∀x ∈ Rn, x+A ∈ Ln, m(x+A) = m(A).

(証明) 　 Lebesgue 測度の存在と一意性を用いて示す. まず, ∀x ∈ Rn を 1 つ固定し, F =

{A ⊂ Rn;x + A ∈ Bn} が σ 集合体で, (a, b] の形の区間全体を含むことから, x + Bn = Bn. 更
にmx(A) = m(x+A) on Bn と定義すれば, 明らかに測度で, 区間 (a, b] については一致するので,

Lebesgue 測度の一意性から, mx = m on Bn も明らか. さらにこれから, 零集合全体 N に対して
も, x+N ⊂ Ln, かつ, mx = m on N . 従って, mx = m on Ln も完備化の定義から, すぐ分る.

[定理 6.2 の証明]　 (前半) 2A ⊂ Ln =⇒ m(A) = 0 を示せば十分. しかも A は有界として示
せば良い. ここで選択公理を用いれば次が示せる.

(1) ∃E ⊂ Rn;Rn =
⋃

q∈Qn

(q + E) (和は disjoint union).

これと仮定から ∀q ∈ Qn, A ∩ (q + E) ∈ Ln, A =
⋃

q∈Qn A ∩ (q + E). そこで q ∈ Qn を固定
し, B := A ∩ (q + E) ⊂ A とおけば, 仮定から B ∈ Ln. よって ∀r ∈ Qn, r + B ∈ Ln. さらに
B ⊂ q + E より, {r +B}r∈Qn も互いに素. 有界集合 C =

⋃
r∈Qn;|r|≤1(r +B) ∈ Ln に対し,

∞ > m(C) =
∑

r∈Qn;|r|≤1

m(r +B) =
∑

r∈Qn;|r|≤1

m(B) = ∞ ·m(B).

これから m(B) = 0, 即ち, m(A) = 0. 残るは (1) の証明である. x, y ∈ Rn の同値関係 x ∼ y

を x − y ∈ Qn で定義. これによる同値類全体を C とする. 選択公理により, 各 C ∈ C の代表元
xC ∈ C を一つずつとることができるので, E := {xC ;C ∈ C} とする. このとき C = xC +Qn と
表せて

Rn =
⋃
C∈C

(xC +Qn) =
⋃
x∈E

⋃
q∈Qn

{x+ q} =
⋃

q∈Qn

(q + E).

上の和は全て, 素な和であることに注意. 従って (1) が成り立つ.

(後半) もし 2R
n

= Ln とすると, 上のことからm(Rn) = 0 となり矛盾.

これから非可測集合の存在が言えたことになるが, さらに次の結果も知られている.

定理 6.3 Ln ⊋ Bn.

証明は ♯Bn = ℵ (連続無限) を認めてもらえば, 以下のように示せる. Cantor 集合のように連続
濃度をもつ Lebesgue 測度 0 の集合があるので, その部分集合も全て Ln の元で, その全体の濃度
は ♯2R. 従って, ♯Ln = ♯2R > ♯R = ℵ = ♯Bn.
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更に, ♯Bn = ℵ については, 簡単に言えば, n = 1 のとき, 基本集合 (a, b] (−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞) の
全体からなる集合族の濃度は連続で, それらの元の可算回の集合演算で得られる集合全体を考え,

更にそれの可算回操作で, ということを, 無限に繰り返して得られる集合族が Borel 集合体 B1 と
なるので, その濃度は, 連続無限となる. (正確な証明は, 次節の最後に与える.)
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7 積分順序の交換定理 (Exchange Theorems of Integral Or-

der)

単調収束定理, Lebesgue の収束定理を正確に述べ, それらを用いて次の 1 から 3 を示せ.

問 7.1 fn ≥ 0, µ-a.e. (n = 1, 2, · · · ) ならば
∫ ∞∑

n=1

fndµ =

∞∑
n=1

∫
fndµ

問 7.2

∞∑
n=1

∫
|fn|dµ < ∞ ならば

∞∑
n=1

fn は可積分で,

∫ ∞∑
n=1

fndµ =

∞∑
n=1

∫
fndµ.

問 7.3 f ∈ L1(X,F , µ) とする. {An} ⊂ F 互いに素なら
∫
∪∞

n=1 An

fdµ =

∞∑
n=1

∫
An

fdµ.

上の結果は, 可算和と積分の交換定理であるが, 実は, 全て Fubini の定理より明らかだとも言
える.

この話に入る前に, 証明で必要となる定理を一つ述べておく.

7.1 単調族定理
定義 7.1 X のある部分集合族 M が単調族であるとは [An ∈ M ↑ ⇒

⋃
n An ∈ M] かつ

[An ∈ M ↓ ⇒
⋂

n An ∈ M] をみたすときをいう. (つまり集合の単調増加・減少に関して閉じて
いる. )

またかってな部分集合族 A に対して A を含む最小の単調族が存在し, それを m(A) で表す. (証
明は σ-field のときと同様である. )

問 7.4 σ-集合体ならば明らかに単調族となるが, M が単調族, かつ, 集合体なら σ-集合体となる
ことを示せ.

定理 7.1 (単調族定理 (Monotone Class Theorem)) Aが X の集合体ならm(A) = σ(A).

(証明) σ-集合体なら, 単調族なので ⊂ は明らか. 逆は m(A) が集合体であることを示せば十
分. ∅ ∈ A ⊂ m(A) は明らか. Mc := {A ⊂ X;Ac ∈ m(A)} は単調族となりMc ⊃ m(A). よっ
て A ∈ m(A) ⇒ Ac ∈ m(A). 最後に A,B ∈ m(A) ⇒ A ∪ B ∈ m(A) を言いたい！A ∈ m(A)

に対し, MA := {B ⊂ X;A ∪ B ∈ m(A)} は明らかに単調族で, さらにMA ⊃ m(A) が示せ
るのて, A,B ∈ m(A) ⇒ A ∪ B ∈ m(A) をえて証明が終わる. MA ⊃ m(A) について. まず
A ∈ A ⇒ A ⊂ MA ⇒ m(A) ⊂ MA. 即ち, A ∈ A, B ∈ m(A) なら A ∪ B ∈ m(A). 次に
A ∈ m(A) なら ∀B ∈ A に対し, 直前の A,B を逆にして A ∪B ∈ m(A), 即ち, B ∈ MA. よって
A ⊂ MA となり, m(A) ⊂ MA をえる.
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7.2 直積測度空間
まず (Xj ,Fj , µj) (j = 1, · · · , n) を測度空間とする. (すぐに σ-有限測度空間に制限する. )

定義 7.2 (1) X1 × · · · ×Xn の部分集合 A が A = A1 × · · · ×An (Aj ∈ Fj , j = 1, · · · , n) と
表されるとき, A は可測長方形であるという.

　 (2) F1⊗· · ·⊗Fn := σ(X1×· · ·×Xnの可測長方形全体)とおき, (X1×· · ·×Xn,F1⊗· · ·⊗Fn)

を直積可測空間 (product measurable space) と呼ぶ.

定理 7.2 µj , j = 1, · · · , n を σ-有限測度とする. このとき (X1 × · · · ×Xn,F1 ⊗ · · · ⊗ Fn) 上
に次を満たす測度 µ が一意に存在する:

A = A1 × · · · × An (Aj ∈ Fj , j = 1, · · · , n) に対し µ(A) = µ1(A1) · · ·µn(An).

この定理は次の問と補題を用いて証明する.

定義 7.3 上の測度 µ を直積測度 (product measure)といい, µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn で表す. ま
た (X1 × · · · ×Xn,F1 ⊗ · · · ⊗ Fn, µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) を直積測度空間 (product measure space)と
いう. また, (

∏
Xj ,

⊗
Fj ,

⊗
µj) とも表す.

問 7.5 (F1 ⊗F2)⊗F3 = F1 ⊗F2 ⊗F3 を示せ. (即ち, σ(σ(F1 ×F2)×F3) = σ(F1 ×F2 ×F3))

⊃ は明らか. 逆は σ(F1 × F2) × F3 ⊂ σ(F1 × F2 × F3) を示せば良い. ∀A3 ∈ F3 を 1 つ固
定し, G = {B ⊂ X1 ×X2;B × A3 ∈ σ(F1 × F2 × F3)} とおけば, G ⊃ F1 × F2; σ-field となり,

σ(F1 ×F2) ⊂ G.

この問により上の定理の証明は n = 2 のときに示せば十分である.

そこで (X,F , µ), (Y,G, ν) を σ-有限測度空間とする. A ∈ F ⊗ G に対し,

Ax := {y ∈ Y : (x, y) ∈ A} (x ∈ X), Ay := {x ∈ X : (x, y) ∈ A} (y ∈ Y )

とおいて, それぞれ A の x-切片, y-切片という.

補題 7.1 µ, ν を σ-有限測度とする. A ∈ F ⊗ G に対し, 次が成立する:

　 (1) 各 x ∈ X に対し, Ax ∈ G で x 7−→ ν(Ax) は F-可測関数,

　 (2) 各 y ∈ Y に対し, Ay ∈ F で y 7−→ µ(Ay) は G-可測関数,

　 (3)

∫
ν(Ax)µ(dx) =

∫
µ(Ay)ν(dy).

この補題の証明は次の 2 つの問の後に, 述べる.

問 7.6 上の補題において, σ-有限性の条件が必要であることを次の例で確かめよ:

(R,B, µ) を Lebesgue 測度空間, (R, 2R, ν) を計数測度空間とし, A = {(a, a) : a ∈ R} とすると∫
R

ν(Ax)µ(dx) 6=
∫
R

µ(Ay)ν(dy)

となるが各辺の値はいくつか？



Lebesgue Integral Theory (S. Hiraba) 21

問 7.7 A を可測長方形の有限和で表される集合の全体とする. 次を示せ.

　 (1) その元は可測長方形の素な有限和で表される. 　 (2) σ(A) = F ⊗ G. 　 (3) A は集合体で
ある.

(補題の証明) 　上の問の A の元に対しては明らかに成り立つ. まず µ, ν が有限測度のとき,

補題をみたす集合の全体 M が単調族となることが容易に分かるので単調族定理と上の問より
M ⊃ m(A) = σ(A) = F ⊗ G をえる. µ, ν が σ-有限のときは ∃Xn ∈ F ↑ X,Yn ∈ G ↑ Y ;

µ(Xn), ν(Yn) < ∞ よりXn × Yn に制限したところでは成り立つから, 単調収束定理より n → ∞
としても成り立つ.

(定理の証明)　 A ∈ F ⊗ G に対し,

(µ⊗ ν)(A) :=

∫
ν(Ax)µ(dx) =

∫
µ(Ay)ν(dy)

とおくとこれが求めるものとなる. 実際 (X × Y,F ⊗ G) 上の測度なることは σ-加法性を調べれば
よいが, それは単調収束定理を用いて容易に示せる. 一意性は A で一致することから簡単に分か
る.

問 7.8 可測空間 (X,F) において, F = σ(A) なる集合体 A があるとする. µ, ν が A 上で, 同時
に σ-有限, かつ, µ = ν ならば, F 上, µ = ν を示せ.

但し, 「µ, ν が A 上で, 同時に σ-有限」 def⇐⇒ ∃An ∈ A :
⋃

An = X,µ(An) < ∞, ν(An) < ∞.

7.3 Fubini の定理
定理 7.3 (Fubini の定理) (X,F , µ), (Y,G, ν) を σ-有限測度空間とする.

f を F ⊗ G-可測関数とする. このとき ∀y ∈ Y, x 7→ f(x, y) は F-可測関数, ∀x ∈ X, y 7→ f(x, y),

は G-可測関数であり, 次が成立する:

　 (1) f ≥ 0, µ⊗ ν-a.e. とすると

x 7−→
∫

f(x, ·)dν は F-可測関数, y 7−→
∫

f(·, y)dµ は G-可測関数

であり, ∫
fd(µ⊗ ν) =

∫
dµ

∫
fdν =

∫
dν

∫
fdµ.

　 (2) f を一般の可測関数とする. このとき∫
|f |d(µ⊗ ν),

∫
dµ

∫
|f |dν,

∫
dν

∫
|f |dµ

のうち１つでも有限ならば, その他のものも有限であり,∫
fd(µ⊗ ν) =

∫
dµ

∫
fdν =

∫
dν

∫
fdµ.

(証明)　前の補題において

ν(Ax) =

∫
Y

1Ax(y)ν(dy) =

∫
Y

1A(x, y)ν(dy), µ(Ay) =

∫
X

1Ay (x)µ(dx) =

∫
X

1A(x, y)µ(dx)

と µ⊗ ν の作り方 (上の定理の証明) に注意すれば, f(x, y) = 1A(x, y) (A ∈ F ⊗ G) に対して成り
立つことが分かる. 後は単関数で近似して考えていけばよい.



Lebesgue Integral Theory (S. Hiraba) 22

問 7.9 2 重数列 {aij} に対して次が成り立つことを Fubini の定理を用いて示せ.

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aij | < +∞ または
∞∑
j=1

∞∑
i=1

|aij | < +∞ =⇒
∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij =

∞∑
j=1

∞∑
i=1

aij .

問 7.10 A,B ∈ F ⊗G とする. 殆んど全ての x ∈ X に対して ν(Ax) = ν(Bx) ならば µ⊗ ν(A) =

µ⊗ ν(B) を示せ.

問 7.11 f ∈ L1(X,F , µ), g ∈ L1(Y,G, ν) に対し fg ∈ L1(X × Y,F ⊗ G, µ⊗ ν) であり,∫
X×Y

fgdµ⊗ ν =

∫
X

fdµ

∫
Y

gdν

となることを示せ.

問 7.12 f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
とする. このとき

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx = −π

4
,

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy =
π

4

となるが Fubini の定理に矛盾しないのは何故か？

最後に, 前節の E が非可測集合なることと定理 6.3 で用いた ♯Bn = ℵ の証明を与えよう.

簡単のため, 1 次元で示す. まず, E ⊂ [0, 1) として良い. TxF = x + F mod 1 で定義してやれ
ば, [0, 1) =

⋃
TrnE ({rn} = [0, 1) ∩Q) で, しかも素和となる. そこでもし E が可測だとすると,

1 =
∑
≥1

|TrnE| =
∑
≥1

|E| = ∞ · |E|

となり矛盾する.

♯Bn = ℵ については, 順序数=整列集合の順序型（順序同型により, 整列集合全体に同値関係を
入れたときの同値類）を用いる. ちなみに整列集合とは, 全順序集合で, 任意の空でない部分集合が
最小元をもつもの. 順序数を表すのに, ∅ のは 0 として, {1, 2, . . . , n} の同値類を n, N の同値類を
ω とする. また, 順序数の濃度を, その同値類の元の一つ, 即ち, 代表元の濃度として定義する. 更
に, 濃度が ℵ0 の順序数は無数にあり, 最小のものが ω で, 次が ω + 1, ω + 2, . . . となる. 例えば,

N∪A の順序数は A = {1}, {1, 2},N に応じて, ω + 1, ω + 2, 2ω となる. また, N2 = N∪N∪ · · ·
のは, ω2 = ω + ω + · · · となる. (順序は辞書式)

[♯Bn = ℵ の証明]

A0 を基本矩形
∏n

k=1(ak, bk] の有限和で表される集合の全体とする. この元の可算個の極限集合
として得られる集合全体を A1, 更に Ak を Ak−1 から同様に定義する. 明らかに Ak は集合体で,

単調増加, しかも ♯Ak = ℵ. 更に, 濃度が ℵ0 以下である順序数 α に対し,

Aα = {A = limAn;An ∈
⋃
β<α

Aβ}

とおき,

A∞ :=
⋃

α;♯α≤ℵ0

Aα
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とすると明らかに集合体. しかも, 単調族となる. 実際, An ∈ A∞ ↑ or ↓ をとると, ∃αn; ♯αn ≤
ℵ0, An ∈ Aαn

. そこで, α =
∑

αn とおけば, ♯α ≤ ℵ0 で, A = limAn ∈ Aα ⊂ A∞ となる. よっ
て, A∞ は σ-集合体. 従って, Bn = σ(A0) = A∞ で, 明らかに ♯A∞ = ℵ.
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8 Lp-空間, 収束概念 (Lp-spaces, Convergence Notion)

(X,F , µ) を測度空間とし, その上の可測関数の全体を M(X,F , µ) で表す.

定義 8.1 Lp = Lp(X,F , µ), 1 ≤ p ≤ ∞: Lp-空間
(1) 1 ≤ p < ∞ のとき,

Lp = Lp(X,F , µ) := {f ∈ M(X,F , µ) : ‖f‖p < ∞} (但し, ‖f‖p :=

(∫
|f |pdµ

)1/p

)

とおき, f ∈ Lp は p 乗可積分, または Lp-関数であるという.

(2) p = ∞ のとき,

L∞ = L∞(X,F , µ) := {f ∈ M(X,F , µ) : ‖f‖∞ < ∞},

(但し, ‖f‖∞ = ess.sup|f | := inf{α : |f | ≤ α, µ−a.e.}: f の本質的上限)とおき, f ∈ L∞ は本質的
有界関数, または単に L∞-関数であるという. (このとき |f | ≤ ‖f‖∞ < ∞, µ-a.e. となる)

(3) 上の ‖ · ‖p を Lp-ノルム (norm)といい, ‖ · ‖Lp と表すこともある.

定理 8.1 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1/p+ 1/q = 1 とする. 但し, 一方が 1 のとき, 他方は ∞ と
考える. 次の 2つの不等式は ∞ も含めて成り立つ. (右辺が有限である必要は無い.)

(1) [Hölder の不等式]　 ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.
これより, f ∈ Lp, g ∈ Lq なら fg ∈ L1 も分る.

(2) [Minkowski の不等式]　 ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

(証明)　いずれも p = 1,∞ のときは明らか. 1 < p < ∞ のときを考える. (1) fg = 0, µ-a.e. な
ら明らか. A = {fg 6= 0} に対して µ(A) > 0 として考える. log が上に凸より, a, b > 0 に対して
1

p
log a+

1

q
log b ≤ log

(
a

p
+

b

q

)
, i.e., a1/pb1/q ≤ a

p
+

b

q
後はa = |f |p/

∫
A

|f |pdµ, b = |g|q/
∫
A

|g|qdµ

を代入し, A 上で積分してやればよい.

(2) q = p/(p− 1), i.e., 1/p+ 1/q = 1 として∫
|f + g|pdµ ≤

∫
|f ||f + g|p−1dµ+

∫
|g||f + g|p−1dµ

において |f + g|p−1 ∈ Lq であることから Hölder の不等式を用いて, さらに 1 − 1/q = 1/p に注
意すれば求めるものがえられる.

問 8.1 上の証明を確かめよ.

定理 8.2 (Lp, ‖ · ‖p) (1 ≤ p ≤ ∞) は µ-a.e. で等しいものを同一視することにより, ‖ · ‖p を
ノルムとして, Banach 空間 (完備なノルム空間)となる. また p = 2 のときには 〈f, g〉 =

∫
fgdµ

により L2 に内積が定義され, (L2, 〈·, ·〉) は Hilbert 空間 (完備な内積空間)となる. 但し, 複素数値
のときは 〈f, g〉 =

∫
fgdµ と定義する.

(正確には問題 3.10 の同値関係をいれて, f ∈ Lp の同値類 [f ] ∈ Lp/ ∼ に対し, ∥[f ]∥p = ∥f∥p でノルム
を定義すると (Lp/ ∼, ∥ · ∥p) が Banach 空間となる. しかし実際, 扱うときにはこれらを同一視してもあま
り問題がないため, 単に (Lp, ∥ · ∥p) が Banach 空間であるという言い方をすることが多い. )
ちなみに X を K = R or C 上の線形空間として, ∥ · ∥ がその上のノルムであるとは ∥ · ∥ : X → [0,∞]

関数で x, y ∈ X, a ∈ K に対して次をみたすときをいう:
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　 (1) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0, (2) ∥ax∥ = |a|∥x∥, (3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
このとき (X, ∥ · ∥) をノルム空間という
また X 上の点列 {xn} が Cauchy 列 ⇌ lim

m,n→∞
∥xn − xm∥ = 0.

X の任意の Cauchy 列 {xn} が収束するとき, i.e., ∃x ∈ X; ∥xn − x∥ → 0, X は ∥ · ∥ に関して完備
(complete) であるといい, このとき (X, ∥ · ∥) を Banach 空間という
また ⟨·, ·⟩ が X 上の内積 (inner product)であるとは ⟨·, ·⟩ : X ×X → K;

　 (1) ⟨x, x⟩ ≥ 0, = 0 ⇐⇒ x = 0, (2) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, (3) ⟨x, ay + z⟩ = a⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩.
またこのとき (X, ⟨·, ·⟩) を内積空間という. さらに ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ とおくとノルムとなり, このノルムで完備

なときHilbert 空間という.

問 8.2 Cauchy 列のある部分列が収束すればそれ自身も同じ極限に収束することを示せ.

問 8.3 (X, ‖ · ‖) complete ⇐⇒ ∀{xn} ⊂ X;

∞∑
n=1

‖xn‖ < ∞, ∃
∞∑

n=1

xn ∈ X を示せ.

(ヒント)　 (⇐) {xn} Cauchy 列なら ∃{xnj}; ‖xnj − xnj+1‖ < 2−j となり, xnj が収束するこ
とが示せる. (このような部分悦が取れることも説明せよ.)

(定理の証明)　 ∀{fn} ⊂ Lp;
∑

n ‖fn‖ < ∞ に対して ∃f :=
∑

n fn, µ-a.e. かつ f ∈ Lp を示せ
ばよい. p < ∞ なら, 単調収束定理より∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

|fn|

∥∥∥∥∥
p

= lim
N→∞

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

|fn|

∥∥∥∥∥
p

≤ lim
N→∞

N∑
n=1

‖fn‖p =

∞∑
n=1

‖fn‖p < ∞.

p = ∞ のときは ‖ · ‖∞ のノルムの連続性より言える. よって ∑
n |fn| < ∞, µ-a.e., これから

f =
∑

n fn は µ-a.e. で存在する. しかも

‖f‖p =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

fn

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

|fn|

∥∥∥∥∥
p

< ∞

より f ∈ Lp をえる.

問 8.4 µ(X) < ∞ のとき, 1 ≤ p < q ≤ ∞ に対し, Lp(X,F , µ) ⊃ Lq(X,F , µ) となることを示せ.

問 8.5 f, g を R 上の可測関数とする. f と g の畳み込み f ∗ g; f ∗ g(x) :=
∫
R

f(x− y)g(y)dy

に対し,

(1) f, g ∈ L1 ⇒ ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1, (2) f ∈ L1, g ∈ L2 ⇒ ‖f ∗ g‖2 ≤ ‖f‖1‖g‖2 を示せ.

定義 8.2 (1) 1 ≤ p < ∞ とする. 　 fn, f ∈ Lp(X,F , µ) に対し fn は f に p 乗平均収束 or

Lp-収束する;

fn → f in Lp ⇌ lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

(2) fn, f ∈ M(X,F , µ) とする. fn は f に µ-測度収束する;

fn → f in µ ⇌任意のε > 0に対し, lim
n→∞

µ(|fn − f | ≥ ε) = 0.

(確率論では測度収束のことを確率収束といい, µ = P として “in µ” のかわりに “in P” や “in pr.”

とかく. )
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問 8.6 µ 有限測度なら “概収束 =⇒ 測度収束” となることを示せ.

問 8.7 fn, f ∈ M(X,F , µ) とする. 任意の ε > 0 と 1 ≤ p < ∞ に対し,

µ(|fn − f | ≥ ε) ≤ 1

εp

∫
|fn − f |pdµ.

を示し, “Lp-収束 =⇒ 測度収束”となることを確かめよ.

問 8.8 0 に測度収束しても L1-収束しない例を挙げよ.

問 8.9 0 に測度収束しても 概収束しない例を挙げよ.

(ヒント)　問 8.8. [0, 1] Lebesgue 測度空間で, 平均 (積分)値は 1 だが, 関数が 0 にならないと
ころの長さが 0 に収束するもの. 問 8.9. 同様に定義関数列で 0 にならない区間が動き回りながら,

その長さは 0 に収束するもの.

定理 8.3 (1) ある 1 ≤ p ≤ ∞ に対し, 関数列が Lp-収束するなら, 測度収束する. 逆は一般に
いえない.

(2) 測度収束するなら, 適当な部分列をとれば概収束するようにできる. 即ち

fn → f in µ (n → ∞) =⇒ ∃{fnk
} ⊂ {fn}; fnk

→ f, µ-a.e. (k → ∞).

(証明)　 (2) µ({|fnk
− f | ≥ 1/2k}) < 1/2k をみたす部分列がとれるから, Borel-Cantelli の補

題 (問題 1-11 (h) (
∑

µ(Ak) < ∞ ⇒ µ(lim supAk) = 0 )から µ(lim fnk
6= f) = 0 が従う.

問 8.10 上の証明を厳密に述べよ. (特に, 部分列が取れることと, 最後の部分を詳しく.)
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9 外測度と測度の拡張定理 (Outer Measures and Extension

Theorem of Measures)

第 2 節で測度の例として Lebesgue 測度を挙げたが, 実はそれが存在することの証明を与えてい
ない. そのためにはまず区間の長さは分っている (決められている)から, それを区間で生成される
σ-field, つまり Borel field 上へ拡張できるということを示せば良い. もう少し一般的に言うと集合
体で定義された測度の元になる関数が, その集合体で生成される σ-field 上へ拡張できることを示
す. それが次に述べる測度の拡張定理である.

9.1 測度の拡張定理
(X,F1, µ), (X,F2, ν) をそれぞれ測度空間とし, F1 ⊂ F2 とする. ν|F1

= µ, i.e., F1 上 ν = µ な
らば µ は ν の制限, あるいは ν は µ の拡張という.

定理 9.1 (Carathéodory の拡張定理) A を X 上の集合体とする. 関数 µ0 : A → [0,∞] (集
合関数という)が µ0(∅) = 0 と A 上 σ-加法的, i.e.,

An ∈ A (n = 1, 2, . . . ) disjoint かつ
∞⋃

n=1

An ∈ A =⇒ µ0(

∞⋃
n=1

An) =

∞∑
n=1

µ0(An)

をみたすなら, (X,σ(A)) 上の測度 µ で µ|A = µ0 なるものが存在する. さらに µ0 が A 上 σ-有限:

∃{Xn} ⊂ A;µ0(Xn) < ∞,
⋃

Xn = X

なら µ は (明らかに σ-有限で,) 一意的に定まる.

この証明は最後に述べるが, 方針としてはまず任意の集合に対して定義される外測度 (outer

measure) と呼ばれるものを導入し, それを σ(A) 上に制限したものが求めるものとなることを
示す.

問 9.1 定理の µ0 は A 上, (有限)加法性, 単調性, そして (有限)劣加法性をみたすことを確か
めよ.

この定理を用いて Lebesgue 測度の存在を示そう.

定理 9.2 (Lebesgue 測度の存在) A =
∏n

k=1(ak, bk] (−∞ ≤ ak ≤ bk ≤ ∞, k = 1, 2, . . . , n)

に対し, µ(A) =
∏n

k=1(bk−ak)を満たす (Rn,Bn)上の測度 µが一意に存在する. これを Lebesgue

測度といい, 記号で | · | や dx また m = m(dx) などと表す.

(証明)　 n = 1 で示せば十分. (n ≥ 2 のときは直積測度を考えれば良いから. ) (a, b] (−∞ ≤
a ≤ b ≤ ∞) の形の素な有限和で表される集合の全体をA とすれば, これは集合体となる (→ 問題
1-2 (b)) . A =

⋃n
i=1(ai, bi] ∈ A に対し, m0(A) =

∑n
i=1(bi − ai) と定義すれば, m0 : A → [0,∞]

集合関数で µ0(∅) = 0 をみたす. 後は拡張定理の最後の条件をみたすことを示せば良いが, それは

(c, d] =

∞⋃
j=1

(cj , dj ](素和) =⇒ m0((c, d]) =

∞∑
j=1

m0((cj , dj ])
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を示すことに帰着する. 単調性と加法性より “≥”はすぐ分かる. 逆を示す. まず −∞ < c < d < ∞
とする. 0 < ∀ε < d − c, [c + ε, d] ⊂

⋃∞
j=1(cj , dj + ε/2j) で [c + ε, d] コンパクトより ∃N ;

(c+ε, d] ⊂ [c+ε, d] ⊂
⋃N

j=1(cj , dj+ε/2j). よって単調性,劣加法性より d−(c+ε) = m0((c+ε, d]) ≤
m0(

⋃N
j=1(cj , dj + ε/2j)) ≤

∑N
j=1(dj + ε/2j − cj) <

∑∞
j=1(dj − cj) + ε となり, ε > 0 の任意性か

ら d− c ≤
∑∞

j=1(dj − cj), i.e., m0((c, d]) ≤
∑∞

j=1 m0((cj , dj ]) をえる. c = −∞ or d = ∞ のとき
は, m0((c, d] = ∞ で, ∀L > 0 に対し, 今, 証明したことから,

m0((−L,L]∩ (c, d]) = m0(
⋃
j≥1

((−L,L]∩ (cj , dj ])) =
∑
j≥1

m0((−L,L]∩ (cj , dj ]) ≤
∑
j≥1

m0((cj , dj ]).

L → ∞ とすればm0((−L,L] ∩ (c, d]) → ∞ より,
∑

j≥1 m0((cj , dj ] = ∞ = m0((c, d]) をえる.

9.2 外測度
定義 9.1 集合関数 µ∗ : 2X → [0,∞] が外測度とは次をみたすときをいう:

　 (1) µ∗(∅) = 0,

　 (2) A ⊂ B ⇒ µ∗(A) ⊂ µ∗(B)

　 (3) An ∈ 2X , n = 1, 2, . . . ⇒ µ∗(

∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑

n=1

µ∗(An).

またこのとき次をみたす集合 A ⊂ X を µ∗-可測という:

∀Y ⊂ X, µ∗(Y ) ≥ µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac).

(条件 (1), (3) より, 逆の不等号が成り立つから, 上の “≥” は実は “=” となる. )

補題 9.1 µ∗ が X 上の外測度なら F∗ = {A ⊂ X;A は µ∗-可測 } は σ-field となり, µ∗ は
(X,F∗) 上の測度となる.

問 9.2 まず上の F∗ が集合体であることを確かめよ.

∅ ∈ F∗, A ∈ F∗ ⇒ Ac ∈ F∗ は明らか. A,B ∈ F∗ ⇒ A ∪B ∈ F∗ も容易に分かる. 実際,

µ∗(Y ∩ (A ∪B)) = µ∗(Y ∩ (A ∪B) ∩A) + µ∗(Y ∩ (A ∪B) ∩Ac) = µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac ∩B)

に注意して

µ∗(Y ) = µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac)

= µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac ∩B) + µ∗(Y ∩Ac ∩Bc)

= µ∗(Y ∩ (A ∪B)) + µ∗(Y ∩ (A ∪B)c).

(補題 9.1 の証明)　互いに素な集合 An ∈ F∗, n = 1, 2, . . . と ∀Y ⊂ X をとる. まず

µ∗(Y ∩ (An ∪An+1)) = µ∗(Y ∩ (An ∪An+1) ∩An) + µ∗(Y ∩ (An ∪An+1) ∩Ac
n)

= µ∗(Y ∩An) + µ∗(Y ∩An+1)

より, µ∗(Y ∩
⋃k

n=1 An) =
∑k

n=1 µ
∗(Y ∩An). さらに

⋃k
n=1 An ∈ F∗ から

µ∗(Y ) =

k∑
n=1

µ∗(Y ∩An) + µ∗(Y ∩ (

k⋃
n=1

An)
c)
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が成り立つ. 従って, 単調性より,

µ∗(Y ) ≥
k∑

n=1

µ∗(Y ∩An) + µ∗(Y ∩ (

∞⋃
n=1

An)
c)

で, k → ∞ とすれば,

µ∗(Y ) ≥
∞∑

n=1

µ∗(Y ∩An) + µ∗(Y ∩ (

∞⋃
n=1

An)
c)

をえる. この式と σ-劣加法性より ⋃
An ∈ F∗ が得られる. よって F∗ は σ-field. また Y =

⋃
An

を代入すれば µ∗(
⋃
An) ≥

∑
µ∗(An) をえて, 逆も σ-劣加法性より分かるので µ∗ が F∗ 上, σ-加

法性を持ち, 測度となる.

(拡張定理の証明)　 I. まず ∀Y ⊂ X に対し,

µ∗(Y ) := inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An);An ∈ A, Y ⊂
∞⋃

n=1

An

}

とおけば, 1○ µ∗ は X 上の外測度で, さらに 2○ A ⊂ F∗ となることを示す.

1○ 外測度の条件 (1), (2) は明らか. (3) を示す. An ⊂ X,n = 1, 2, . . . をとる. ∀ε > 0,
∃{An,k} ⊂ A; An ⊂

⋃
k An,k かつ

∑
k µ0(An,k) ≤ µ∗(An) + ε/2n. よって µ∗ の定義より

µ∗(
⋃

An) ≤
∑
n

∑
k

µ0(An,k) ≤
∑
n

µ∗(An) + ε

となり, ε ↓ 0 として (3) をえる.

2○ A ∈ A とする. ∀Y ⊂ X, ε > 0, ∃{Bn} ⊂ A;Y ⊂
⋃

Bn かつ
∑

µ0(Bn) ≤ µ∗(Y ) + ε. よって

µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac) ≤
∑

{µ0(Bn ∩A) + µ0(Bn ∩Ac)} =
∑

µ0(Bn) ≤ µ∗(Y ) + ε.

ε > 0 と Y ⊂ X の任意性より A は µ∗-可測, i.e., A ⊂ F∗.

これらから σ(A) ⊂ F∗ で, 前の補題から µ∗ は F∗ 上, σ-加法的であるから, σ(A) 上でもそうで
ある.

II. 次に仮定の µ0 が A 上, σ-加法的であることを用いて µ∗ = µ0 on A を示す. A ∈ A をとる.

µ∗ の定義から µ∗(A) ≤ µ0(A) は明らか. ∀ε > 0, ∃{An} ⊂ A;A ⊂
⋃

n≥1 An かつ
∑

n≥1 µ0(An) <

µ∗(A)+ ε. さらに仮定と µ0 の単調性から µ0(A) = µ0(
⋃
(A∩An)) =

∑
µ0(A∩An) ≤

∑
µ0(An).

従って µ0(A) < µ∗(A) + ε となり, ε > 0 の任意性から逆の不等式を得て, 等号が成り立つ.

III. 以上から µ := µ∗|σ(A) とおくと, これが求めるものとなる. さらに µ0 が A 上, σ-有限なら,

単調族定理を用いることにより, 一意性も示せる. (→ 問 7.8 参照. )

問 9.3 拡張定理の証明の (X,F∗, µ∗) は完備測度空間であることを示せ.

問 9.4 拡張定理で, 一般に σ(A) ⊂ F∗ が成り立ち, 更に µ0 が σ-有限なら, σ(A) = F∗, i.e.,

(X,σ(A), µ) の完備化測度空間が (X,F∗, µ∗) と一致することを示せ.

定義 9.2 前の Lebesgue 測度 m の存在定理の証明におけるm0 から定義される外測度 m∗ に
対して, m∗-可測な集合を Lebesgue 可測集合という. 即ち, Lebesgue 可測集合は Lebesgue 測度
空間 (Rn,Bn,m) を完備化した測度空間における可測集合である.



Lebesgue Integral Theory (S. Hiraba) 30

[まとめと問の解答]

X を集合, 2X を X の全部分集合族, A ⊂ 2X を集合体とし, F := σ(A) とおく.

µ0 加法的集合関数 on A, i.e., 有限加法性と µ0(∅) = 0 をみたす, 任意の Y ⊂ X に対し,

µ∗(Y ) := inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An);An ∈ A, Y ⊂
∞⋃

n=1

An

}
.

また
A ∈ F∗ def⇐⇒ µ∗(Y ) ≥ µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac) (∀Y ⊂ X)

とおくと σ-field で, A ⊂ F∗, i.e., F = σ(F ⊂ F∗ で, µ∗ は (X,F∗) 上の測度; µ∗ = µ0 on A. さ
らに µ := µ∗|F と定義.

前ページの問 9.3 と問 9.4 について

• [問 9.3 「(X,F∗, µ∗) の完備性」について]

任意の µ∗-零集合が µ∗ 可測であることを言えばよいが, µ∗ が任意の集合に対し, 定義され
ているので, µ∗(A) = 0 なら A ∈ F∗ を示せば十分. µ∗(A) = 0 とする. µ∗ の単調性から
µ∗(Y ∩ A) ≤ µ∗(A) = 0, µ∗(Y ∩ Ac) ≤ µ∗(Y ). 従って, µ∗(Y ∩ A) + µ∗(Y ∩ Ac) ≤ µ∗(Y )

(∀Y ⊂ X). よって A ∈ F∗.

• [問 9.4 について]

「拡張定理で, 一般に σ(A) ⊂ F∗ が成り立ち, 更に µ0 が σ-有限なら, σ(A) = F∗. 」
F = σ(A), N を µ-零集合の全体とする.

(1) F ⊂ F∗ について 　 (上の問と同様に示せる)

N ⊂ F∗ を示せば十分. A ∈ N def⇐⇒ ∃N ∈ F ;A ⊂ N,µ(N) = 0 で, µ の定義
と µ∗ の性質から µ∗(A) ≤ µ∗(N) = µ(N) = 0, i.e., µ∗(A) = 0. よって上と同様に
µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac) ≤ µ∗(Y ) (∀Y ⊂ X). これより A ∈ F∗.

(2) µ0 が σ-有限のとき F ⊃ F∗ について
µ0 の拡張である µ∗ も σ-有限であるから, µ∗ が有限測度のとき示せば十分. ∀A ∈
F∗, ∃A0 ∈ F , C ∈ N ;A = A0 ∪ C を示せば良い. Ac ∈ F∗ で, 外測度 µ∗ の定義よ
り, ∀n ≥ 1, ∃Bn ∈ σ(A) = F ;Ac ⊂ Bn, µ

∗(Ac) ≤ µ(Bn) < µ∗(Ac) + 1/n が言える.

そこで B =
⋂
Bn とおけば Ac ⊂ B ∈ F , µ(B) = µ∗(Ac). µ∗ が有限であることか

ら µ∗(A) = µ∗(X) − µ∗(Ac) = µ∗(X) − µ∗(B) = µ∗(Bc). よって A0 := Bc ∈ F と
おけば A0 ⊂ A,µ∗(A) = µ(A0) で, これより C := A \ A0 とおけば容易に C ∈ N
が言える. 実際, µ∗(C) = µ∗(A) − µ(A0) = 0 で, 外測度の定義より, 上と同様に
∀n ≥ 1, ∃Cn ∈ F ;C ⊂ Cn, µ(Cn) < µ∗(C) + 1/n = 1/n. N :=

⋂
Cn ∈ F とおけば

C ⊂ N かつ µ(N) = 0, i.e., C ∈ N .

• ちなみに
「µ0 が A 上で σ-有限 ⇐⇒ µ∗ が σ-有限」が成り立つ.

(⇒) は明らかだが, (⇐) は少し工夫がいる. ∃{Bn} ⊂ F∗;
⋃

Bn = X,µ∗(Bn) < ∞. この Bn

を A の元で上から近似すれば良い. (拡張定理の証明の前半を参照.)
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10 測度の微分 (Differentials of Measures)

ここではまず R 上の測度について, 単調増加関数との関係について, 測度の拡張定理の応用とし
て述べよう. さらに一般の測度について, 分解定理と測度の微分に相当する密度関数の存在に関す
る定理について述べる.

10.1 Lebesgue-Stieltjes 測度
(R,B) を 1 次元 Borel 可測空間とする.

定理 10.1 µ を σ-有限測度 on (R,B) で, 有界区間上, 有限であるとする. このとき ∃F (x): 右
連続左極限をもつ単調増加関数で, µ((a, b]) = F (b)− F (a) をみたす. 逆に 右連続左極限をもつ単
調増加関数 F (x) に対し, 上をみたす測度 µ on (R,B) が唯一つ存在する.

定義 10.1 上の定理で関数 F (x) に対して存在する測度 µ を Lebesgue-Stieltjes 測度とい
い, dF (x) と表す. 即ち,

∫
fdµ を

∫
fdF =

∫
R

f(x)dF (x) と表す.

[定理 10.1 の証明]

前半は

F (x) =


µ((0, x]) (x > 0)

0 (x = 0)

−µ((x, 0]) (x < 0)

とおけば明らか.

後半は, 有限個の素な左半開区間の和全体 A 上で, A =
⋃n

k=1(ak, bk] ∈ A (素和) に対し,

µ0(A) :=

n∑
k=1

(F (bk)− F (ak))

と定義すれば, 集合体 A 上の加法的集合関数となる, i.e., µ0(∅) = 0 と有限加法性をみたす. さら
にこれが, Lebesgue 測度の存在定理の証明と同様に, A 上, σ-加法的であることを示すことができ
るので拡張定理により, 求める測度 µ の存在が示される.

10.2 Radon-Nikodym の定理
本節では (X,F , µ) を測度空間とする. (イメージとしては Lebesgue 測度空間と思って良い.)

ν を (X,F) 上の他の測度とする. このとき ν の µ に対する分解定理を紹介する.

定義 10.2

(1) ν � µ; ν が µ に対し, 絶対連続 (absolute conti.)
def⇐⇒ ∀A ∈ F ;µ(A) = 0, ν(A) = 0.

(2) ν⊥µ; ν と µ は特異 (singular)
def⇐⇒ ∃E ∈ F ;µ(E) = 0, ν(Ec) = 0.

例としては

• f ∈ L1(dµ), f ≥ 0 に対し, dν = fdµ, i.e., ν(A) =

∫
A

fdµ とおくと ν � µ.

• また E ∈ F に対し, ν1 := µ|E , ν2 := µ|Ec とおけば ν1⊥ν2.
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定理 10.2 可測空間 (X,F) において, µ を σ-有限測度とする. このとき有限測度 ν on (X,F)

に対し, 次が成り立つ.

(1) (Lebesgue 分解)　 ∃ν1, ν2 有限測度; ν = ν1 + ν2, ν1 � µ, ν2⊥µ. この分解は一意.

(2) (Radon-Nikodym の定理)　 ν1 � µ ⇐⇒ ∃f ∈ L1(dµ); f ≥ 0, dν1 = fdµ.

この f は µ-a.e. で一意.

上の Radon-Nikodymの定理における f を dν1/dµと表し, ν1 の µに関するRadon-Nikodym

微分という.

(証明)　 µ が有限のときに示せば十分. 表現可能性については,

g ∈ G
def⇐⇒ g ∈ M(X,F , µ); g ≥ 0,

∫
A

gdµ ≤ ν(A) (∀A ∈ F),

α := sup
{∫

gdµ; g ∈ G
}

(≤ ν(X)) とおく. ∀n ≥ 1 に対し, ∃gn ∈ G;
∫
gndµ > α − 1/n. そこで

fn := max{g1, . . . , gn} とおくと fn ∈ G. 実際, A ∈ F に対し, Ak = A ∩ {fn = gk} とおけば,∫
A

fndµ =

n∑
k=1

∫
Ak

fndµ =

n∑
k=1

∫
Ak

gkdµ ≤
n∑

k=1

ν(Ak) = ν(A).

従って fn ∈ G. そこで fn ↑ f とすると単調収束定理より, f ∈ G. また f ≥ gn より,
∫
fdµ =

α < ∞ をえる. 明らかに f ≥ 0 で, f ∈ L1(dµ). dν1 := fdν とし, ν2 := ν − ν1 とおけばこれらが
求めるものとなる. 後は ν2⊥µ と一意性を示せば良い.

これらの証明には有限符号付測度についての Hahn 分解 (Hahn-Jordan 分解)という結果を用い
る. これは本質的には有限測度の差で表される測度 λ = λ1 − λ2 に対し, ∃E ∈ F ; λ ≥ 0 on E,

λ ≤ 0 on Ec を意味する. (証明は本節の最後に.)

そこで, この結果を λn := ν2 − µ/n, n ≥ 1 に適用すると ∃En ∈ F ; λn ≥ 0 on En, λn ≤ 0 on

Ec
n. A ∈ F なら

ν(A) ≥ ν1(A) + ν2(A ∩ En) ≥ ν1(A) +
1

n
µ(A ∩ En) =

∫
A

(f +
1

n
1En

)dµ.

よって f̃ = f + 1En/n とおけば f̃ ∈ G. 従って

α ≥
∫

f̃dµ =

∫
fdµ+

1

n
µ(En) = α+

1

n
µ(En).

故に µ(En) = 0. そこでN =
⋃

n≥1 En とおけば µ(N) = 0. また ∀n ≥ 1, N c ⊂ Ec
n から

0 ≤ ν2(N
c) = λn(N

c) +
1

n
µ(N c) ≤ 1

n
µ(X) → 0.

即ち ν2(N
c) = 0. これから ν2⊥µ を得る.

一意性については µ について特異かつ絶対連続な有限測度は 0 のみであることから分かる. 実
際, ν = ν̃1 + ν̃2 とも分解されたとすると, λ := ν1 − ν̃1 = ν̃2 − ν2 は, µ について特異かつ絶対連続
となり, λ = 0 を得る.

問 10.1 有限測度 µ に対し, 有限測度 λ が, λ⊥µ かつ λ � µ なら, λ = 0 を示せ.
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測度 µ に対し, µ({a}) > 0 なる a ∈ X を µ の質点 (point mass) もしくは, アトム (atom),

と呼ぶ.

µ が質点全く持たないとき, 連続 (測度)であるという.

µ が σ 有限であるとき, 質点はあっても高々可算個で, それを {an} として, µd :=
∑

δan ,

µc := µ− µd とおけば, µc は連続となる. 即ち, µ = µc + µd と連続部分と離散部分に分解できる.

特に Lebesgue 測度空間 (R,B,m) 上の (σ) 有限測度 µ については, µc = µac+µsc: 絶対連続＋
特異連続; µac(dx) =

∃f(x)dx, µsc⊥m. つまり, µ = µac + µsc + µd と 3つに分解できることに
なる.

例 10.1 (Cantor 測度) [0, 1] を 3等分して真ん中の開区間を除き, 残り 2つの閉区間をそれ
ぞれ 3等分し, 真ん中をの開区間除く. この操作を繰り返して得られる残った集合を C と表しカ
ントール (Cantor) 集合という. つまり x ∈ C

def⇐⇒ x = 0.x1x2x3 · · · (3進法) と表したとき,

xn = 0 or 2. (つまり, 3進法表示で 1 が 1つも現れない表示を持つ [0,1] 内の数の全体.) より正確
には x =

∑
n≥1 xn/3

n (xn = 0, 1, 2) と表したとき, xn に 1 が 1つもない表現を持つことができる
数の全体である. (例えば 0.1 (3進法) は 0.02222 · · · (3進法) とも表せるので, C の元である.)

m(C) = |C| = lim(2/3)n = 0, 即ち, Cantor 集合の長さは 0 である.

また, 単調増加関数 f : [0, 1] → [0, 1] を, f(0) = 0, f(1) = 1 として, この Cantor 集合の作
り方を元にして, 最初に抜く開区間上では f = 1/2, 次に抜く区間で順に f = 1/22, 3/22, さら
に次も同様に, 抜く 4つの開区間の 0 から近い順に f = 1/23, 3/23, 5/23, 7/23 と決める. これを
続けて行くと, Cantor 集合以外では, 区分的に定数となる増加関数が定義される. さらにこれは
[0, 1] 上に連続かつ増加となるように拡張することができる. 即ち, Cantor 集合の上だけで真に
増加となる関数となる. これを Cantor 関数と呼ぶ. 実際には, x = 0.x1x2 · · · (3進法) に対し,

n0 = min{n;xn = 1}(= ∞ if {·} = ∅) とし, yn = xn/2 (n < n0), = 1 (n = n0), = 0 (n > n0) に
対し, f(x) = 0.y1y2 · · · (2進法) と定義される.

この Cantor 関数に対応する [0, 1] 上の Lebsgue-Stieltjes 測度 µ が存在するが, これを Cantor

測度という. これは Lebesgue 測度に対し, 特異測度である (µ⊥m). しかも f が連続であることか
ら, µ もそうである. 即ち, µ = µsc となる.

以下 (R,B,m) を 1 次元 Lebesgue 測度空間とする. このもとで, 更に, 重要な結果としては, 以
下がある.

O を開集合の全体, C を閉集合の全体とする.

定理 10.3 (Lebesgue 測度の正則性) ∀A ∈ B, ∀ε > 0, ∃G ∈ O, F ∈ C;F ⊂ A ⊂ G,m(G \
A) < ε,m(A \ F ) < ε.

(証明) 　外測度 m∗ の定義を用いれば, 容易に示せる. 実際, ∀ε > 0 に対し, まず m(A) < ∞
のとき, m∗ の定義より, ∃An =

∑Kn

k=1(a
(n)
k , b

(n)
k ];A ⊂

⋃
An,m(A) = m∗(A) ≤

∑
m0(An) <

m(A) + ε/2. そこで, Bn =
⋃

k(a
(n)
k , b

(n)
k + ε/2n+k+1) とおけば, m(Bn \ An) < ε/2n+1 より, ま

ず G =
⋃
Bn が求めるもの. m(A) = ∞ のときは, An = A ∩ {n− 1 ≤ |x| < n} に対し, 示したこ

とから, ∃Gn ∈ O;An ⊂ Gn,m(Gn \An) < ε/2n で, G =
⋃

Gn が求めるもの.

次に, Ac に対し, ∃G ∈ O;m(G \Ac) < ε より, F = Gc が求めるもの.

定理 10.4 単調増加関数 f : R → R は殆ど至る所, 微分可能である, i.e., f ↑ on R ⇒ ∃f ′ a.e.

この証明には, 次の結果を用いる.
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定理 10.5 (Vitali の被覆定理) Lebesgue 外測度 m∗ に対し, A ⊂ R; m∗(A) < ∞ とする. こ
のとき, 長さが 0 でない閉区間の族 I が,

∀x ∈ A, ∀ε > 0, ∃I ∈ I;x ∈ I,m(I) < ε

を満たしていれば, ∃{In}n≥1 ⊂ I; 高々可算個で, disjoint, m∗
(
A \

⋃
In

)
= 0.

(証明)　 I1 ∈ I を任意に 1つ取り, I1, . . . , In が互いに素に取れたとして, A ⊂
n⋃

k=1

Ik なら終わ

りで, そうでなければ,

an := sup

{
m(I); I ∈ I, I ∩

n⋃
k=1

Ik = ∅

}

とおく. (an > 0, 即ち, この条件を満たす I があることは,

(
n⋃

k=1

Ik

)c

が開集合であることと, 仮

定から分る.) このような I のうち m(I) ≥ an/2 を満たすものを 1つ取り, それを In+1 として, こ
の操作で得られる {In} が求めるものとなる. 実際, δ := m∗

(
A \

⋃
In

)
> 0 とすると矛盾が示せ

る. まず, ∃G ⊃ A; open; m(G) < ∞ が取れてしかも, I の全ての元を含むようにできる. (必要な
ら ε 膨らませれば良い.) よって,

∑
m(In) ≤ m(G) < ∞. δ > 0 より, ∃N ;

∑
n>N m(In) < δ/5 と

できる. B = A \
⋃

n≤N In とおけば, B 6= ∅ より, ∀x ∈ B に対し, ∃I ∈ I;x ∈ I, I ∩
⋃

n≤N In = ∅.
もし, 全ての k に対し, I ∩

⋃
n≤k In = ∅ なら, m(I) ≤ ak ≤ 2m(Ik+1) → 0 となり, 長さが 0

でないことに反する. 従って, I ∩ Ik 6= ∅ となる最小の k が存在する. このとき, k > N で.

m(I) ≤ ak−1 < 2m(Ik) より, x と Ik の中点の距離は, m(I) +m(Ik)/2 < (5/2)m(Ik) を超えな
い. よって n > N に対し, Jn を In の中点を中心に 5 倍したものとすると, x ∈ Jk ⊂

⋃
n>N Jn.

即ち, B ⊂
⋃

n>N Jn となり, δ ≤ m∗(B) ≤
∑

n>N m∗(Jn) = 5
∑

n>N m∗(In) < δ となり, 矛盾.

【定理 10.4 の証明】
f : [a.b] → R ↑ (−∞ < a < b < ∞) に対し, 示せば良い.

D±f(x) := lim sup
h↓0

f(x± h)− f(x)

±h
, D±f(x) := lim inf

h↓0

f(x± h)− f(x)

±h

に対し, {D+f > D−f}, {D−f > D+f} が零集合であることを示せば良い. (D+f ≤ D−f,D
−f ≤

D+f a.e., 即ち, D+f ≤ D−f ≤ D−f ≤ D+f ≤ D+f a.e. となり, 全て等しくなる.)
∀α, β ∈ Q;α > β に対し, A(α, β) = {D+f > α > β > D−f} として, m∗(A(α, β)) = 0 を

示せば良い. δ = m∗(A(α, β)) とおく. ∀ε > 0 に対し, m∗ の定義より, ∃G open; A(α, β) ⊂
G,m(G) < δ + ε. 各 x ∈ A(α, β) に対し, D−f(x) < β より, ∃h > 0; [x − h, x] ⊂ G, かつ,
f(x)− f(x− h)

h
< β とできる. この [x− h, x] の全体を I とすると, h > 0 が, いくらでも小さい

ものが取れることから, I は Vitali の被覆定理の条件を A(α, β) に対して満たす. 従って, その定
理から, ∃In := [xn − hn, xn] ∈ I (n = 1, . . . , N); disjoint,

m∗

(
A \

N⋃
n=1

In

)
< ε, i.e., m∗

(
A ∩

N⋃
n=1

In

)
> δ − ε

とできる. このとき,

N∑
n=1

(f(xn)− f(xn − hn)) < β

N∑
n=1

hn ≤ βm(G) < β(δ + ε)
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を満たす. 次に, Ion = (xn − hn, xn) として, 各 y ∈ A ∩
⋃N

n=1 I
o
n に対し, D+f(y) <> α より,

∃h′ > 0, ∃n;x[y, y + h′] ⊂ Ion, かつ,
f(y + h′)− f(y)

h′ > α とできる. この [y, y + h′] の全体を
I ′ とすれば, A ∩

⋃N
n=1 I

o
n に対し, 上と同様に Vitali の被覆定理より, ∃I ′n = [yn, yn + h′

n] ∈ I ′

(n = 1, . . . ,M); disjoint,

m∗

(
A ∩

N⋃
n=1

In ∩
M⋃
n=1

I ′n

)
> δ − ε− ε = δ − 2ε

とできる. 各 I ′n はどれかの In に含まれるので,

N∑
n=1

(f(xn)− f(xn − hn)) ≥
M∑
n=1

(f(yn + h′
n)− f(yn)) > α

N∑
n=1

h′
n ≥ α(δ − 2ε).

従って, β(δ + ε) > α(δ − 2ε) となり, βδ > αδ を得るが, α > β だったので, δ = 0 となる.

この定理により,

定理 10.6 (R,B) 上の有限測度 ν が ν � m を満たすとする. F (x) := ν((−∞, x]) に対し, ∃F ′

a.e. で, F ′ = dν/dm a.e.

これから, 右連続左極限をもつ単調増加関数 F に対応する Lebesgu-Stiltjes 測度 dF に対し,

dF = dFac + dFsc + dFd と分解すると, dFac(x) = F ′(x)dx, dFd =
∑

x;∆F (x)>0 ∆F (x)δx で与え
られる. 但し, ∆F (x) := F (x)− F (x−) で, F の跳び (jump) と言う.

つまり, 増加関数の跳びは測度の離散部分に、連続部分はそれに、更にその中で, 微分可能な部
分は絶対連続部分に, 微分できない部分で、跳び以外の部分が, 特異連続部分に対応する.

最後に Radon-Nikodym の定理の証明で用いたHahn-Jordan 分解の証明について述べる.

可測空間 (X,F) 上において, ν が有限符号付測度であるとは, ν : F → R 以外は測度と同じ条
件を満たすときをいう. 即ち, ν(∅) = 0 と σ 加法性を満たす.

以下 ν を有限符号付測度とする.
∀A ∈ F に対し,

|ν|(A) := sup{
n∑

k=1

|ν(Ak)|; {Ak} は A の有限可測分割 }

とおく. (これは有限測度となることが示せる.) また, ‖ν‖ = |ν|(X) を ν の全変動 (total

varieation)という.

ν+ = (|ν| + ν)/2, ν− = (|ν| − ν)/2. このとき, ν = ν+ − ν−, |ν| = ν+ + ν− を満たし, 更に,

ν+(E) = sup
F∈F ;F⊂E

ν(F ), ν+(E) = − inf
F∈F ;F⊂E

ν(F ). が示せる. (これについては, 次の証明の最初
と同様に示せる.)

[Hahn 分解 ∃E ∈ F ; ν ≥ 0 on E, ν ≤ 0 on Ec の証明]

まず ν+(X) = supF∈F ν(F ) が成り立つ. 実際, ∀F ∈ F に対し, ν+ の定義から単調性が分るの
で, ν(F ) ≤ ν+(F ) ≤ ν+(X)より, supF∈F ν(F ) ≤ ν+(X)で, 更に, ∀ε > 0に対し, |ν|の定義から,
∃F0 ∈ F ; ν(F0) ≥ 0, ν(F c

0 ) ≤ 0, |ν|(X) ≤ ν(F0)− ν(F c
0 )+ ε が容易に分る. ν(X) = ν(F0)+ ν(F c

0 )

から,

ν+(X) =
1

2
(|ν|(X) + ν(X)) ≤ ν(F0) +

1

2
ε ≤ sup

F∈F
ν(F ) +

1

2
ε.
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よって, ν+(X) ≤ supF∈F ν(F ) が成り立つ.

このことから ∃E ∈ F ; ν+(X) = ν(E) が成り立つ. ∀n ≥ 1, ∃En ∈ F ; ν+(X) ≥ ν(En) >

ν+(X) − 1/2n で, E := lim supEn が条件を満たす. 実際, ∀G ∈ F ;G ⊂ En に対し, ν(En) =

ν(G) + ν(En \G) と, ν(En \G) ≤ ν+(X) より, ν(G) + ν+(X) ≥ ν(En) > ν+(X)− 1/2n となり,

ν(G) > −1/2n. よって,

ν+(X) ≥ ν

 ⋃
n≥N

En

 = ν(EN ) +
∑
n>N

ν

(
En \

n−1⋃
k=N

Ek

)
≥ ν(EN )−

∑
n>N

1

2n

≥ ν+(X)−
∑
n≥N

1

2n
= ν+(X)− 1

2N−1
.

N → ∞ として, ν(E) = ν(lim supEn) = lim
N→∞

ν(
⋃

n≥N

En) = ν+(X) をえる.

これから ∀A ∈ F ;A ⊂ E, ν+(X) = ν(E) = ν(A)+ν(E \A) ≤ ν(A)+ν+(X)で, ν(A) ≥ 0, i.e.,

ν ≥ 0 on E となる. また ∀B ∈ F ;B ⊂ Ec, ν+(X) ≥ ν(B ∪ E) = ν(B) + ν(E) = ν(B) + ν+(X)

より, ν(B) ≤ 0, i.e., ν ≤ 0 on Ec.

[Jordan 分解] 　有限符号付測度は, 2つの有限測度の差に分解できる. 即ち, ∃ν1, ν2: 有限測度;

ν = ν1 − ν2.

実際, Hahn 分解での E を用いて, ν1 = ν|E , ν2 = −ν|Ec とおけば良い. ちなみに, 任意の有限
測度 µ に対して, ν = (ν1 + µ)− (ν2 + µ) も Jordan 分解となるので, この分解は一意ではない.

更に, ν+ = ν|E , ν− = −ν|Ec が成り立つので, |ν| = ν+ + ν− = ν|E − ν|Ec と表せて, これは有
限測度となる.
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11 確率論 (Probability Theory)

確率論において測度論の導入は必然であったといえる. 例えば, 表裏のでる確率が 1/2 のコイン
を有限回 (n 回)投げる試行においては, どんな表裏の組み合せも (それを根元事象というが) すべ
て 1/2n の確率で起こりうるので, それからどんな事象でも確率を計算することはできる. けれど
無限に投げ続けるという試行を考えた途端, 根元事象 (表裏の無限の組み合せ) の起こる確率はす
べて 0 となってしまう. 即ち, 根元事象の確率だけですべての事象の確率を測るのは無理というこ
とになる.

しかし実用上は, 我々はすべての確率を知る必要は無く, 必要な事象についてのみ, 分かれば十分
である. そこで確率が測れる集合だけ集めて, その上で話を展開すればいいということになる. そ
れがまさに可測集合族 (σ-field)であり, その上の確率を測度 (確率測度) として考えればいいとい
うことになる.

前にも述べたように確率論では (Ω,F , P ) で, 測度空間にあたる確率空間 (probability space)

を表し, A ∈ F を事象 (event), P = P (dω) を確率測度 (probability measure) または単に 確
率という. さらにその上の可測関数 X = X(ω) を確率変数 (random variable), その積分を平均
値 (mean)または期待値 (expectation)と呼び,

E[X] :=

∫
XdP =

∫
X(ω)P (dω)

で表す. さらに事象 A ∈ F 上の平均を E[X;A] := E[X1A] で表す. また分散 (variance) を
V (X) := E[(X − EX)2] = E[X2]− E[X]2 で定義する.

以下では簡単のため, 確率変数はすべて実数値として考える.

定義 　 (1) 確率変数 X1, . . . , Xn が独立 (independent) とは任意の a1, . . . , an ∈ R に対し,

P (X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an) = P (X1 ≤ a1) · · ·P (Xn ≤ an).

　 (2) 確率変数 X1, X2, . . . が独立とは任意の n に対し, X1, . . . , Xn が独立なときをいう.

補題 　確率変数 X1, . . . , Xn が独立であることと次は同値:

　 (1) 任意の A1, . . . , An ∈ B に対し,

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1) · · ·P (Xn ∈ An).

　 (2) 任意の有界 Borel 関数 f1, . . . , fn に対し,

E[f1(X1) · · · fn(Xn)] = E[f1(X1)] · · ·E[fn(Xn)].

1. 上の補題を証明せよ.

コインを投げ続けていくと表と裏の出る割合が段々 1/2 に近付くということは経験上 (もし
くは教え込まれて)知っているであろう. これが実は大数の法則と呼ばれるもので, コイン投
げは１回１回が独立な試行で, 例えば n 回目の試行で確率変数 Xn を表が出たら 1, 裏が出
たら 0 と決めるとその (確率)平均は E[Xn] = 1/2 で, n 回までに表の出る割合は算術平均
1

n

n∑
k=1

Xn で与えられる. 試行回数 n を大きくして行ったとき, この算術平均が確率平均に近

付くというのが大数の法則である. それを数学的に正確に述べると次のようになる:
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定理 [大数の法則 (Law of Large Numbers)] 　
X1, X2, . . . を独立な確率変数で, 平均一定 EXn = m, 分散が有界 supV (Xn) < ∞ である
とする. このとき次が成り立つ:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk = m, a.s., i.e., P

(
lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

(Xk −m) = 0

)
= 1.

この定理を証明するのはそう簡単ではない. そこで本講義ではもっと強い条件 supE[X4
n] < ∞

のもとで成り立つことを示す.

(条件 supE[X4
n] < ∞ のもとでの証明)　

Xn の代わりに Xn −m を考えることにより, m = 0, i.e., E[Xn] = 0 として示せばよい. ま

ず
(

n∑
k=1

Xk

)4

の展開式を考えるのだが, 独立性と平均が 0 ということと, さらに Hölder の

不等式により, E[X2] ≤ (E[X4])1/2 が成り立つことに注意して,

E

( n∑
k=1

Xk

)4
 =

n∑
k=1

E[X4
k ] +

∑
i ̸=j,1≤i,j≤n

E[X2
i ]E[X2

j ] ≤ n2 sup
k

E[X4
k ]

をえるから, 単調収束定理を用いて

E

 ∞∑
n=1

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)4
 =

∞∑
n=1

1

n4
E

( n∑
k=1

Xk

)4
 ≤

∞∑
n=1

1

n2
sup
k

E[X4
k ] < ∞

をえる. これは P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk = 0

)
= 1 を意味する.

さて上の定理から算術平均と確率平均の差が 0 へ近付くことは分ったが,

1

n

n∑
k=1

(Xk −m) =
1

n

n∑
k=1

Xk −m → 0 (n → ∞)

ではその誤差をさらに詳しく評価できないのだろうか？　そこで考えるのは上で n で割って
いるのを, もっと小さいオーダーのもの (例えば√

n )で割れば, 何か見えてこないか？　と
いうことである. 実際, それは出てくるのだが, それは何か確率変数などに, 直接, 収束 (概収
束)するというのではなく, 誤差の分布がある分布 (正規分布＝ Gauss 分布)に収束するので
ある. これが中心極限定理といわれるもので, 統計学などの基本となるものである.

　ここでは定理を述べるだけにとどめておくが, 証明に興味のある人は自分で調べるか, もし
くは４年のゼミで勉強してもらいたい.

定理 [中心極限定理 (Central Limit Theorem)] 　
X1, X2, . . . は独立な確率変数で, すべて同じ分布をもつとする. 平均 EXn = m ∈ R, 分散
V (Xn) = v ∈ (0,∞) とする. このとき次が成り立つ: 任意の a ≥ b に対して

lim
n→∞

P

(
a ≤ 1√

n

n∑
k=1

(Xk −m) ≤ b

)
=

∫ b

a

1√
2πv

e−x2/(2v)dx.
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即ち,
1√
n

n∑
k=1

(Xk −m) の分布が平均 0, 分散 v の正規分布 N(0, v) に収束する.

さらなる話題として

1. σ-field での条件付き確率の定義
また測度の拡張定理からえられる

2. 無限次元直積測度

3. Kolmogorov の拡張定理

などは無限の時間を持つ確率過程 {Xn = Xn(ω)}n=1,2,..., {Xt = Xt(ω)}t≥0 を定義するのに必要
不可欠である. 特に確率過程論で重要な役割を果たすのが「ブラウン運動 (Brownian motion)」
と呼ばれるもので, 水面に浮かんだ花粉のランダムな運動を表すのだが, あの物理で有名な A.

Einstein も論文を書いていて, 最終的に N. Wiener によって数学的に導入され, Wiener 過程とも
呼ばれている. このブラウン運動を基本とした確率過程論において日本人でも「伊藤　清」先生が
伊藤積分と呼ばれる確率過程による積分を定義され, さらに伊藤の公式と呼ばれる, 今日の確率解
析では常識となっている大変重要な公式を発見されている.

現在, 確率論は非常に広い範囲に渡って, 応用され, 発展して行っている. 物理などではかなり
昔から, 電子の確率的挙動など. ( Einstein はそれを認めず, 「神様はサイコロ遊びなど, なさらな
い！」と言ったという. ) 生物では遺伝子の突然変異を組み込んだ, 遺伝学への応用や, 子を生んで,

また老いて死んで行くという人口モデルなどがある. また化学では高分子合成において, 媒体上に
できる様子を確率方程式として表すなど. 経済では株価の変動を確率過程として, 証券市場などで
新しい商品を開発したときにその価格をどう決めればいいかを導くための理論である数理ファイナ
ンスなどの分野へという具合に.

このように測度論を元にして, 確率論は広い, 深い世界を手に入れたのだが, 現在, さらにその先
を行くものとして, コンピューターでのシミュレーションによって複雑な確率過程の挙動を推定し,

そこから理論を組み立てるという方法もとられている. これらのことに興味のある人は, 是非, 自
分の興味と確率論を組み合せて, さらに新しい世界を見い出して行って欲しい.
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ルベーグ積分論　問題 1

(X,F , µ) を測度空間とする.

1. X = {xn}∞n=1,F = 2X , µ =

∞∑
n=1

anδxn
(an > 0) とする. X 上の関数 f に対し

∫
fdµ の積

分を実行し, 数列の和を用いて表せ.

2. An ∈ F , n = 1, 2, · · · に対し,

∞∑
n=1

µ(An) < ∞ ⇒ µ(lim sup
n→∞

An) = 0.

3. (0, 1) × X 上の可測関数 f(t, x) が, 各 t ∈ (0, 1) に対し x の関数として可積分で, µ-a.e.

x ∈ X に対し, t について連続であるとする. そこで

F (t) :=

∫
X

f(t, x)µ(dx)

とおく. このとき次を示せ.

(a) ∃h ∈ L1(X,F , µ); supt |f(t, ·)| ≤ h, µ-a.e. ならば F (t) は連続.

(b) 更に f(t, x) が µ-a.e. x ∈ X に対し, t について微分可能で, また ∀t ∈ (0, 1), ∃δ =

δ(t) > 0 (定数), ∃gt = gt(x) ∈ L1(X,F , µ)(x の可積分関数); 次を満たすなら F (t) は
微分可能.

sup
s∈(−δ,δ);s ̸=0,t+s∈(0,1)

|f(t+ s, x)− f(t, x)|
s

≤ gt(x), µ(dx)-a.e.

4. ([0, 1],B([0, 1]), µ) を Lebesgue 測度空間, ([0, 1], 2[0,1], ν) を計数測度空間とし, f(x, y) = 1

if x = y, f(x, y) = 0 if x 6= y とおく. このとき∫
[0,1]

(∫
[0,1]

f(x, y)µ(dx)

)
ν(dy) 6=

∫
[0,1]

(∫
[0,1]

f(x, y)ν(dy)

)
µ(dx)

となるが各辺の値はいくつか？また f は非負関数なのに Fubini の定理に矛盾しないのはな
ぜか？

5. (X,F , µ) = (R,B(R), dx) を１次元 Lebesgue 測度空間とする.

f ∈ L1, g ∈ L2 ⇒ ‖f ∗ g‖2 ≤ ‖f‖1‖g‖2 を示せ.

(ヒント): |f(x− y)g(y)| = |f(x− y)|1/2 · |f(x− y)|1/2|g(y)| とみて Hölder, そして Fubini.

または Fubini を用いてから, Hölder で
∫
R

|g(y − x)g(z − x)|dx ≤ ∥g∥22 を示す. )
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ルベーグ積分論　問題 2

一般に (X,F , µ) を測度空間とし, また 1 ≤ p < ∞ に対し, (測度 µ に関して) p 乗可積分な可
測関数の全体を Lp = Lp(X,F , µ) で表す. すなわち

Lp =

{
f ; ‖f‖p =

(∫
|f(x)|pµ(dx)

)1/p

< ∞

}
.

さらに L∞ = L∞(X,F , µ) で (測度 µ に関して) ほとんどすべての点で有界な関数を表し,

‖f‖∞ =ess.sup |f | とおく. 但し ess.sup|f | = min{M ≥ 0; |f | ≤ M,µ-a.e.}.

1. f, fn ∈ L1 かつ fn → f , µ-a.e. とする. このとき ‖fn‖1 → ‖f‖1 =⇒ fn → f in L1, つまり∫
|fn|dµ →

∫
|f |dµ =⇒

∫
|fn − f |dµ → 0 が成り立つことを Lebesgue の収束定理を用い

て示せ.

(ヒント)　
∣∣∣|fn − f | − |fn|

∣∣∣ ≤ |f |から左辺中身の積分が何に収束するか？|fn−f | = (|fn − f | − |fn|)+
|fn|.

2. (X,F , µ) = (R,B(R), dx) を 1 次元 Lebesgue 測度空間とする.

R 上の関数 f に対し, supp f = {x ∈ R; f(x) 6= 0} で f の台 (support) を表す. 有界な台
(従って compact な台)をもつ連続関数の全体をCc = Cc(R) で表し, さらに C∞

c = Cc∩C∞

で compact な台をもつ無限回連続的微分可能な関数の全体を表す.

(a) C∞
c の元は何回微分しても, 再び C∞

c の元で, しかもすべての 1 ≤ p ≤ ∞ に対し, Lp

の元でもあることを簡単に説明せよ.

(ヒント)　まず f ∈ C∞
c に対し, supp f と supp f ′ の関係は？　後半は Cc ⊂ Lp を説明すれ

ば十分.

(b) R 上の有界連続関数 f と g ∈ C∞
c に対して,

h(x) ≡ f ∗ g(x) =
∫
R

f(y)g(x− y)dy

とおくと h ∈ C∞ で, その n 階導関数が

h(n)(x) = f ∗ g(n)(x) =
∫
R

f(y)g(n)(x− y)dy

で与えられることを示せ. (ヒント)　 n = 1 で示せば十分.

3. (X,F , µ) = (R,B(R), dx) を 1 次元 Lebesgue 測度空間とする.

f ∈ L1, g ∈ L2 ⇒ ‖f ∗ g‖2 ≤ ‖f‖1‖g‖2 を示せ.

(ヒント)　 |f(x− y)g(y)| = |f(x− y)|1/2 · |f(x− y)|1/2|g(y)| とみて Hölder, そして Fubini.

または Fubini を用いてから, Hölder で
∫

|g(y − x)g(z − x)|dx ≤ ∥g∥22 を示す. )

4. (X,F , µ) において µ を有限測度とする, 即ち, µ(X) < ∞. このとき 1 ≤ p < q ≤ ∞ なら
‖f‖p ≤ ‖f‖qµ(X)1/p−1/q, i.e, ‖f‖pp =

∫
|f |pdµ ≤

(∫
|f |qdµ

)p/q

µ(X)1−p/q を示せ.

(これより µ が有限のとき 1 ≤ p < q ≤ ∞ なら Lp ⊂ Lq が従う. もちろん µ が無限のとき
は一般には成り立たない.)

(ヒント)　 p′ = q/p(> 1), q′; 1/p′ + 1/q′ = 1 として Hölder を用いる.


